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TEORIA DEI SISTEMI E CONTROLLI AUTOMATICI

Lezione n. 1 Definizione di Sistema

Prof. Salvatore Monaco
44'16"

Introduzione alla teoria dei sistemi
Introduzione alla teoria dei sistemi
teoria dei sistemi: le radici

dal modello al sistema astratto
definizione di sistema astratto
sistema astratto orientato

sistema astratto orientato dinamico
sistema causale

Facendo una analisi semantica di "Elementi di Teoria dei Sistemi", si evince quanto
segue.

Elemento deriva da elementum in latino che significa "principio, a rudimento"
Ciascuna delle parti strutturali, o funzionalmente unitarie, o comunque considerate
indivisibili in parti piu semplici che entrano in modo essenziale nella costituzione di
qualche cosa [da vocabolario IST. ENCICL. ITAL.].

Il corso tratta i rudimenti della teoria dei sistemi.

Teoria deriva dal greco: "delegazione di teori", il teoro € un componente di una
delegazione inviata a consultare un oracolo o ad assistere ad una festa religiosa [da
vocabolario IST. ENCICL. ITAL.].

Dunque l'insieme delle interpretazioni era una teoria.

Sistema deriva dal greco, "riunione, complesso": Qualsiasi oggetto di studio che, pur
essendo costituito da diversi elementi reciprocamente interconnessi e interagenti tra
loro o con 'ambiente

esterno, reagisce o evolve come un tutto, con proprie leggi generali. Questa &
I'accezione che daremo al termine sistema.

LA TEORIA DEI SISTEMI, in estrema sintesi, € definibile come “... un approccio
unificante nello studio del comportamento dei fenomeni complessi.”
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IL CONTESTO E LE RADICI della teoria dei sistemi

IL CONTESTO storico collocato agli albori del 20° secolo. |l contesto & caratterizzato
da quattro aspetti fondamentali.

- forte spinta verso teorie unitarie (Maxwell nel 1865 propone la teoria unificata dei
fenomeni elettromagnetici, Einstein espone nel 1905 la teoria della relativita generale
che interpreta le interazioni gravitazionali a cui segue il tentativo di unificare la teoria
dei campi gravitazionali e quella dei campi elettromagnetici)

» disponibilita di nuovi metodi matematici di analisi (Poincarre)

« introduzione di nuovi metodi per descrivere fenomeni complessi (Boltzman)

* nascita della teoria della informazione (Shannon, Wiener)

La scoperta di forti analogie tra i processi naturali, del comportamento, i prodotti della
tecnologia portano verso lo sviluppo di metodi di indagine da impiegare in diversi
contesti ... naturalmente, verso I'uso del modello matematico.

E interessante andare a vedere come una spinta verso I'uso del modello, in particolare
di quello matematico, ci viene data gia agli albori di quella che si pud considerare I'era
moderna con Galileo Galilei e René Descartes.

Galilei e Descartes alla fine del 16° secolo ci dicono di usare il linguaggio matematico
e come usarlo.

Galileo Galilei nel dialogo sui massimi sistemi scrive che "il libro della natura & scritto
in lingua matematica, e i caratteri sono triangoli, cerchi ed altre figure geometriche
senza i quali mezzi &€ un aggirarsi vanamente per un oscuro labirinto." Inoltre "Quando
il filosofo geometra vuol riconoscere in concreto gli effetti dimostrati in astratto, bisogna
che difalchi gli impedimenti della materia; che se cid sapra fare, io vi assicuro che le
cose si riscontreranno non meno aggiustatamente che i computi aritmetici.". Questo &
un messaggio relativo alla valutazione della correttezza del modello matematico per
cui dobbiamo eliminare gli impedimenti della materia come se la realta tendesse a
introdurre degli elementi di disturbo della verifica di un comportamento, dell'evoluzione
di un dato fenomeno. Questo dimostra quanto Galilei credesse nel linguaggio
matematico per la rappresentazione dei fenomeni fisici.
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IL METODO CARTESIANO

Il metodo cartesiano ci dice come utilizzare il linguaggio matematico, con quattro
regole fondamentali.

1. Non accettare mai nulla per vero senza conoscerlo con evidenza come tale: non
comprendere cioé nei giudizi nulla che non si presenti alla ragione tanto chiaramente e
distintamente da non lasciare alcun dubbio. Ovvero la qualita delle osservazioni, in
chiave moderna.

2. Dividi ogni problema preso in esame in tante parti quanto piu possibile per risolverlo
pit agevolmente. Ovvero la scomposizione in sotto-problemi, in chiave moderna.

3. Conduci ordinatamente i tuoi pensieri cominciando dalle cose semplici e piu facili a
conoscersi,

per salire a poco a poco sino alla conoscenza piu complessa. Ovvero |'approccio
induttivo, in chiave moderna.

4. Fai enumerazioni tanto perfette di tutti i casi e rassegne tanto complete, da essere
sicuro di non omettere nulla. Ovvero la possibilita di costruzione del modello, in chiave
moderna.

Dal modello al sistema astratto

Modello = metafora; il modello &€ una rappresentazione per analogia come la metafora
€ una descrizione verbale per analogia. L'esempio € la costruzione di un modello in
scala che € l'analogia, per forma, di quello che si vuole realizzare. Oppure abbiamo un
secondo tipo di modello che & quello per funzione con cui voglio prendere in esame
I'andamento di alcune variabili di un fenomeno osservato. Il modello matematico, che
rappresenta la piu alta forma di astrazione, € un insieme di variabili (logiche oppure
numeriche) e relazioni tra di esse.

Una resistenza elettrica v(t) = Rei(t) € un esempio banale.

L'evoluzione di una popolazione di conigli e un modello che la rappresenta € un altro
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esempio:

sia p(t) il numero di individui e sia c il tasso di crescita, allora

p'(t) = c » p(t), p'(t) € la derivata di p(t) rispetto al tempo. La relazione ci dice che la
variazione al tempo t della popolazione € proporzionale, secondo un coefficiente, alla
popolazione in quell'istante di tempo.

L'uso del modello porta alla definizione di sistema astratto. Per dimostrare questo
verranno illustrati due passi.

1. Fenomeni diversi possono essere rappresentata dallo stesso modello ma 2. € anche
vero che uno stesso fenomeno pud essere rappresentato da modelli diversi.

Analizziamo entrambi i punti.

1. Fenomeni diversi possono essere rappresentati dallo stesso modello

Considerando la relazione che c'é fra la resistenza intesa di corrente nella prima legge
di ohm e la relazione che c'e fra la massa e I'accelerazione nella seconda leggi della
dinamica, rispettivamente v(t) = Rei(t) e f(t) = mea(t), si nota che i due fenomeni diversi
possono essere rappresentati dallo stesso modello che pud essere descritto dalla
relazione x(t) = key(t). Questo esprime istante per istante una relazione di
proporzionalita. Analogamente puo essere vista la situazione della crescita della
popolazione di conigli con la dinamica di un freno a disco. Rappresentando la velocita
angolare del disco in funzione di un'azione frenante, ovvero l'attrito generato sul disco,
possiamo esprimere la variazione della velocita del disco secondo una relazione, per
cui il momento di inerzia J per la derivata rispetto al tempo della velocita angolare &
uguale all'inverso dell'azione frenante per la derivata rispetto al tempo della velocita
angolare, Jew'(t) = -kew(t), in cui w'(t) & la derivata prima di omega in funzione del
tempo.

Quindi i due fenomeni (crescita dinamica di una popolazione di conigli e azione
frenante) sono rappresentati con lo stesso modello: a<x'(t) = bex(t). La relazione é
funzione di una sola variabile.

Nell'associare lo stesso modello a fenomeni diversi, i risultati dello studio di un fissato
modello possono essere impiegati nei diversi contesti.
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2. Uno stesso fenomeno pud essere rappresentato da diversi modelli

Sempre prendendo in considerazione la crescita di conigli abbiamo la relazione p'(t) =
c * p(t). Questa relazione rappresenta la variazione della popolazione nel tempo. Lo
stesso vale per la relazione p(t) = e“t « p(t,). Infatti derivando entrambi i membri in
funzione di t si ottiene la relazione iniziale. Quindi i due modelli sono equivalenti e
rappresentano lo stesso modello. Il primo in modo implicito il secondo in modo
esplicito. |l secondo € in modo esplicito in quanto é stato espresso in modo esplicito la
variazione della popolazione a partire da un certo istante to.

Quindi non € il modello un "equivalente astratto" di un dato fenomeno in quanto si
possono avere piu modelli di uno stesso fenomeno.

Un “equivalente astratto” di un dato fenomeno ¢é la classi di equivalenza dei modelli,
cioeé l'insieme dei modelli che sono equivalenti tra di loro sicuramente rappresentano
un certo fenomeno. | modelli equivalenti hanno un qualcosa in comune che
I'evoluzione finale, ovvero i comportamenti.

Possiamo dire che la classe di equivalenza dei modelli coincide con l'insieme dei
possibili comportamenti.

Ricordiamo che vogliamo poter studiare fenomeni complessi, che risultano essere
I'aggregato di parti, appare naturale il termine “sistema astratto”per rappresentare la
classe di equivalenza dei modelli, cioé l'insieme dei possibili comportamenti.

Per sistema si intende un aggregato rispetto ad un fissato punto di vista. L'aggregato
puod essere per forma, come un sistema montuoso, il sistema venoso € l'insieme delle
vene; se pensiamo ad un aggregato per funzione abbiamo, ad esempio, il sistema
circolatorio che & un aggregato di parti che concorrono tutte ad una stessa funzione,
oppure il sistema monetario che € un aggregato di parti diverse tra di loro che
concorrono tutte ad una stessa funzione.

Saranno considerati aggregati per funzione ovvero un aggregato di parti che
concorrono per una funzione comune. Sara questa l'accezione di sistema.

I SISTEMA ASTRATTO associato ad un dato sistema fisico € la classe di equivalenza
delle rappresentazioni dei possibili comportamenti, ovvero la classe di equivalenza dei
modelli matematici. Quello che studieremo saranno non solo sistemi astratti ma anche
sistemi orientati.

L'ingegneria studia fenomeni orientati in cui sono a priori definite relazioni causa-
effetto. Questo perché I'ingegneria si occupa dello studio dei fenomeni con l'obiettivo di
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intervenire sul fenomeno, quindi provocare il fenomeno, generare delle cause che
saranno chiamate u(t), per avere degli obiettivi, cioé per raggiungere degli obiettivi ed
avere degli effetti, che saranno chiamati y(t).

Tutte le ingegneria si occupa di analizzare i fenomeni per intervenire con fissati
obiettivi.

u(t) y(t)
causa effetto

Le grandezze di interesse sono naturalmente distinte in
INGRESSI: le cause u(t)
USCITE: gli effetti y(t)

Il SISTEMA ASTRATTO che é associato al fenomeno orientato &€ detto orientato, cioé
sistema astratto orientato.

Il procedimento di costruzione del modello &€ condizionato da questa scelta. Infatti sono
fissate delle uscite, si cerca di capire quali sono gli ingressi che fanno variare le uscite
e poi, fissate le uscite e gli ingressi, si costruisce il modello.

u(t) y(t)
—> modello —»
Un esempio € lo studio di come varia la posizione e l'assetto di un aereo. La posizione
dell'assetto saranno le uscite, y(t), ovvero un vettore a due componenti, y1 e y.. Le
uscite variano in funzione degli ingressi ed essi, u(t), sono la configurazione alare,
I'angolo del timone, la spinta dei motori. Questi tre variabili vanno a costituire un
vettore di tre ingressi e a questo punto si deve capire quale sono le relazioni fra le tre
variabili e quindi costruire il relativo modello.

Ci possono essere fenomeni che non sono caratterizzati dalla presenza della causa,
cioé I'evoluzione pud essere il risultato di un comportamento associato ad un ingresso
nullo e questo viene definito come un comportamento autonomo. Abbiamo un esempio
di questo nell'evoluzione della popolazione dei conigli. Infatti p'(t) = ¢ « p(t), abbiamo
una sola variabile, la popolazione: € d'ingresso oppure di uscita? Chiaramente € una
variabile di uscita. Possiamo supporre di avere una funzione d'ingresso che quantifica
una immissione di popolazione, tale funzione di ingresso pud essere nulla. Dunque il
modello generale viene definito come p'(t) = ¢ « p(t) + u(t), ma u(t) pud essere nulla.
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Il SISTEMAASTRATTO, ORIENTATO e DINAMICO

La dinamica € un aspetto connesso alla complessita, la teoria dei sistemi studia
fenomeni dinamici. Il termine “dinamico” € I'opposto di statico oppure di istantaneo.
Una definizione puo essere: in un sistema dinamico, per ogni fissata causa [funzione
d'ingresso], ci sono diverse uscite possibili.

= per ogni fissata causa
[funzione d’ingresso] u, —_—
ci sono diverse

uscite possibili

t, t,

Si noti come dall'ingresso up all'istante t, ci siano diverse uscite possibili, in generale
possono essere infinite. Abbiamo wun requisito per il quale ogni possibile
comportamento all'istante t, guardato da un istante t; in poi, € possibile
comportamento all'istante t..

= per ogni fissata causa ﬂcon un requisito] guardato da t,in poi
[funzione d’ingresso] u(t) y(t)
ci sono diverse fenomeno S u y
uscite possibili ' - l 1
: Yo “\/\ ~—" N
‘ — I .
= , ) T to H ' B
t to (ogni possibile ‘ (& un possibile ‘
|comportamento ato | comportamento a ' |

La coppia u4, y1 € un possibile comportamento al tempo t..
La coppia uo, Yo guardata da t; in poi, € un possibile comportamento al tempo t;.

Da tutto questo si deduce che la resistenza non € un sistema dinamico, perché la
resistenza, ad un fissato valore dell'ingresso, corrisponde una ed una sola uscita.

Viceversa, I'evoluzione della popolazione di conigli € un sistema dinamico.

Il SISTEMA ASTRATTO associato al fenomeno dinamico € detto DINAMICO.
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Il SISTEMA CAUSALE

| fenomeni dinamici di interesse sono quelli causali: l'uscita al tempo t dipende
dall'ingresso passato, al piu dal suo valore al tempo t stesso, non dipende dal futuro.

Il SISTEMA ASTRATTO associato al fenomeno causale & detto CAUSALE.

Quindi, in sostanza, ad un dato fenomeno reale, orientato e dinamico, abbiamo
associato un sistema astratto, orientato e dinamico. Lo studio prende le mosse da una
sua descrizione ovvero da una sua rappresentazione.

Ricordiamo che il sistema €& la classe di equivalenza dei modelli matematici,
tecnicamente diremmo la classe di equivalenza delle rappresentazioni.

In questa lezione abbiamo dunque visto: il contesto e le radici, dal modello al sistema
astratto, orientato, dinamico, causale.

La teoria dei sistemi propone metodi di analisi dei sistemi dinamici astratti orientati per
classi di rappresentazioni, per classi di modelli equivalenti tra di loro.

> quali metodi?
> per quali classi?
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Lezione n. 2 | SISTEMI ALLO STUDIO

Prof. Salvatore Monaco
457"

Introduzione

rappresentazioni con lo stato
rappresentazioni lineari e stazionarie
rappresentazioni lineari e stazionarie:esempi
rappresentazioni equivalenti

sistemi a tempo continuo e tempo discreto
schemi di simulazione

sistemi campionati

Introduzione

Abbiamo concluso la lezione precedente chiedendosi quali saranno i metodi che
studieremo e quale sara la classe dei sistemi che tratteremo. Abbiamo definito il
sistema astratto come la classe di equivalenza dei modelli matematici che
rappresentano un dato fenomeno, il sistema reale.

In questa lezione saranno precisati i sistemi che saranno trattati.

P Pt P Pt P P Pt P P P P Pt P P P P P P P P P P P P P P P P Pt P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P Pt P P P P Pt

Le rappresentazioni con lo stato

Una rappresentazione di un sistema astratto € un modello matematico che coinvolge
le variabili e le relazioni tra le variabili. Le variabili sono state divise in due classi: le
variabili di ingresso e le variabili di uscita. In realta le variabili usate per rappresentare
un dato fenomeno non sono solo gli ingressi e le uscite, € spesso opportuno,
necessario, impiegare variabili ausiliarie; le variabili ausiliarie saranno quelle che
definiscono lo stato del sistema.

Facciamo un esempio per capire meglio il problema: una popolazione di farfalle e
come si evolve nel tempo.

Evoluzione di una popolazione di farfalle.

Il ciclo di vita della farfalla si svolge in diverse fasi. Si utilizzano variabili ausiliarie per
descrivere I'evoluzione della popolazione.

Si indichera con x; il numero di farfalle nelle diverse fasi, dal bruco alla crisalide ed alla
crisalide alla farfalla. Quindi, x1 sara il numero di bruchi, x, sara il numero di crisalidi, X3
sara numero di farfalle, ad un certo istante k. Si suppone che la permanenza nella
stessa fase abbia una durata limitata € uguale per tutti, che & l'intervallo temporale di
un mese. Possiamo dunque rappresentare l'evoluzione nelle diverse fasi con delle
equazioni.
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x1(k+1) = f x5(k), il numero di bruchi al tempo k + 1 € uguale, secondo una costante di
proporzionalita f al numero di farfalle al tempo k.

X2(k+1) = s1 x4(k), il numero di crisalidi di al tempo k + 1 & proporzionale al numero di
bruchi al tempo k. Con s < 1 si indica un certo numero di sopravvissuti.

x3(k+1) = s2 x2(k), il numero di farfalle al tempo k + 1 sara proporzionale al numero di
crisalidi al tempo k.

y(k) = x3(k), y & la variabile di uscita al tempo k, dato dal numero di farfalle al tempo k.

Abbiamo dunque ottenuto wuna rappresentazione matematica, ovvero una
rappresentazione con lo stato che descrive come varia la popolazione di farfalle.

La relazione in termini di relazioni tra la sola variabile “numero di farfalle” &€ nella forma
come di seguito riportata: y(k+3) = ss s2 f y(k), che & molto piu complicata da
concepire non considerando l'uso delle variabili ausiliarie.

Le variabili ausiliarie introdotte — la popolazione nelle classi — hanno lo scopo di
mantenere le informazioni sulla storia passata.

Queste vengono chiamate “variabili di stato”.

Lo stato al tempo t ha in sé tutte le informazioni sul sistema, cioé quell'insieme di
variabili che mi consente poi di caratterizzare in modo preciso il legame ingresso
uscita, ovvero in modo univoco.

Infatti, fissati: xo ed uo al tempo t, ad essi, ora corrisponde una sola yo.

Fissati: x, ed ugy al tempo t,
ad essi corrisponde una sola y,

Questo vuol dire che, supponendo di trovarsi all'istante t, e di applicare un ingresso up,
dall'istante to in poi corrispondono, in un sistema dinamico, piu uscite. || parametro x, &€
questo parametro fissato in piu al tempo t, che fa si che questa volta l'uscita
corrispondente sia una soltanto. Una sola uscita tra quelle possibili che il sistema pud
generare al tempo t,. Lo stato ha quindi il significato anche di rendere univoco
l'ingresso con l'uscita. Questo vale per ogni istante considerato, per cui, fissato un
ingresso, l'uscita sara una ed una sola.
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LA TEORIA DEI SISTEMI

La teoria dei sistemi propone metodi di analisi dei sistemi dinamici astratti orientati, per
classi di rappresentazioni. Queste classi di rappresentazioni saranno rappresentazioni
con lo stato.

Esistono, sotto condizioni molto generali, rappresentazioni con lo stato di un sistema
causale, dinamico, orientato. A questo corrisponde un teorema secondo il quale dato
un fenomeno reale, che sia causale e orientato, e quindi mette in una relazione di
causa ed effetto variabili di ingresso e variabili di uscita, esistono, sotto condizioni
molto generali, rappresentazioni con lo stato di questo oggetto.

Queste rappresentazioni sono modelli matematici.

La classe delle rappresentazioni - i sistemi allo studio lineari e stazionari

Sistemi lineari e stazionari che studieremo possono essere a tempo continuo, t in R
(numeri reali), oppure a tempo discreto, k in Z (numeri relativi, -1, 0, +1).

Essi ammettono rappresentazioni con lo stato, a dimensione finita, il cui oggetto su cui
ci soffermiamo & del tipo:

X'(t) = A x(t) + B u(t), x(to) = Xo

y(t) = C x(t) + D u(t)

Questa €& la rappresentazione tipica dei sistemi a tempo continuo. L'oggetto
matematico & di questo tipo. Questo oggetto rappresenta un legame tra le variabili u,
ingressi, con u che e un vettore di dimensione p appartenente a R, ovverou e R? e le
uscite y, y € RY, cioé y & un vettore (istante per istante) di dimensione g di numeri reali.
Il vettore x & un vettore (istante per istante) a dimensione n di numeri reali, ovvero
x € R".

| numeri p, q, r sono numeri interi fissati. Il primo precisa il numero di ingressi, il
secondo il numero di uscite, il terzo il numero di variabili di stato assunte per
rappresentare il fenomeno, ovvero per descrivere il sistema.

I modello matematico stabilisce un legame tra le variabili u e le y utilizzando delle
variabili intermedie, le x. Le variabili y sono l'uscita, le variabili u sono gli ingressi, le
variabili x sono lo stato, al tempo t..

Fissate le sopra elencate variabili avremo delle matrici, A, B, C e D.

In dettaglio Ae R™, B e R™, C e R*, D e R*, ad esempio:
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Per quanto riguarda i sistemi a tempo discreto abbiamo una rappresentazione
analoga:

x(k + 1) = Ax(k) + B u(k), x(ko) = Xo

y(k) = C x(k) + D u(k)

Fissato un xo, e un tempo ko in poi, ad essa corrisponde una sola y. Le dimensioni
vettoriali delle matrici sono le stesse del caso precedente. In dettaglio u € RP, y € RY,
xe€R", AeR™ B eR™, CeRg", DeR%,

"

Rappresentazioni di questo tipo descrivono sistemi lineari. Lineare € un sistema che
soddisfa la seguente condizione : € lineare I'insieme delle coppie ingresso e uscita ad
ogni to, (Uo1, YO1), (Uoz, YO2) .

Questo dire che se al tempo t, abbiamo due coppie: la funzione ue: € una funzione di
ingresso e ad essa corrisponde una uscita yo1, poi c'€ un'altra coppia U, Yoz, allora una
qualsiasi combinazione lineare secondo due coefficienti arbitrari di queste coppie
ingresso-uscita € ancora una coppia ingresso uscita al tempo t,.

Quindi, date le coppie (Uo1, Yo1) € (Uoz, Yoz2), la coppia (a; ue + Oz Uz, A1 Yo1 + 02 Yoz) € UNA
possibile coppia al tempo t.
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Sistemi stazionari: il sistema & stazionario se [u,., Y] € una coppia ingresso uscita a to,
e la sua traslazione € una coppia ingresso uscita a t.

stazionario

se [ugy, Y] € una coppia
ingresso uscita a t,

stazionario

...la sua traslazione & una
coppia ingresso uscita a t,

YN LV

L'insieme delle coppie ingresso-uscita al tempo t; e fatto di tutte e sole le coppie
ottenute per traslazione di coppie ottenute al tempo to.

Questo significa che, di fatto, il modo in cui si comporta il sistema non dipende
dall'istante t, che stiamo considerando e questo si traduce nella indipendenza dei

parametri dal tempo che poi consiste nella indipendenza nelle matrici A, B, C, D nel
modello matematico.

Esempi

...e di questo tipo

X (k+1) = fx,(k)
X2(k+1) = S, X1(k) xq(k+1) 0 0 f x4 (k)
X5(k+1) = s, X,(K) xp(k+1) [ = :10 : X, (k)
x3(k+1) S x3(k)

y(k) = x;(k)

[y(k) = (001 ]x(k)]

Si nota come il sistema possa essere scritto come una matrice per un vettore.

In questo esempio non c'é un ingresso perché si tratta di un sistema che evolve
autonomamente, € un sistema autonomo.

~

UN SISTEMA MECCANI CO Ma(1) + K s(t) + b s(t) = u(t)

xq(t) = s(t)

u(t)

Xo(t) = S(t)

0 1 X (1) 0
k b +| 1
™M T m [[x2(D) ™
x1(t) = x,(1) yip= (1 0] [xa(1)
() =Rty + Lut) xa(1)
M1 M "2 M

s(t) )
Xo(t)

y(t)

u(t) = F(t) = y(t) = s(t)

x4(t)

Dato un sistema meccanico, come in figura, vogliamo descrivere come varia il centro
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di massa del carrello in funzione della molla di coefficiente k e dell'attenuatore b.
Vogliamo trovare una rappresentazione matematica che collega l'ingresso (la F(t))
all'uscita (s(t)).

I modello matematico si ricava della seconda legge della dinamica che esprime
I'equilibrio delle forze agenti sulla massa M. La forza agente u(t) &€ uguale alle forze di
reazione.

La prima forza € la massa per l'accelerazione, la seconda €& la forza resistente
generata dalla molla proporzionale al coefficiente k secondo la sua compressione s(t),
la terza € la forza resistente generata dallo smorzatore, che & proporzionale alla
derivata dello spostamento.

Sono definite due variabili di stato, x4(t) e x»(t); possiamo dunque scrivere un sistema
di equazioni, fatte le debite sostituzioni. Il sistema pud essere descritto con una serie
di matrici.

~

UN SEMPLI CE SISTEMA

ELETTRI CO
=
c R 3
A | v(t) = v (1) + Ri(t) + Li(t)
u(t) = v(t) = y(1) = v (1) i(1) = Cv ()
{Xi(t)= V() x (1) = im ] X1:(t) i 0 1/C JIx4(t) . 0 ot
xo(t)| |- 1/L =R/L |[x2(t)| |1/L
X1(t) = 1/ C x,(t)
Xo(t) = — 1/ L x4 (t)=R/ L xo(t)+ 1/ L u(t) y(t) = (1 0 ) [x:1(¥)
y(t) = xq(t) X5 (1)
(0 1/¢c) [o]
[x1(t) = i Xa(t) = vc(t)] Lol EPVRIE Lol P c=(10 )
)f1(t)=-R/L Xq(1) = 1/ L x(t)+1/ L u(t) CRIL L) [y,
X5(t) = 1/C xq(t) A= i c o B= . C=[OC]

y(t)

C x5(1) . J
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In questo terzo esempio abbiamo un generatore di tensione, una induttanza, una
resistenza e un condensatore. Vogliamo descrivere come varia la tensione sul
condensatore al variare della tensione dell'alimentazione. Il primo passo € quello di
fissare le equazioni che regolano il circuito elettrico. Poi definiamo due variabili
ausiliarie, di stato, rispettivamente la tensione ai capi del condensatore e la corrente
che circola nellinduttanza e in tutta la maglia. Fatto questo possiamo scrivere un
sistema di tre equazioni. Otteniamo poi una rappresentazione con lo stato. Si noti
come cambiando le due variabili di stato, la rappresentazione del modello matematico
cambia. In alto un tipo di rappresentazione e in basso un altro tipo di
rappresentazione, che sono diverse, infatti le matrici sono diverse. Questo ci porta al
successivo argomento che sono le rappresentazioni equivalenti.

el At de Al e A ded e d et deded e ded e deded e daded e de dede dodedededede dededededededededededadedededede dedede dadededededededededed

Le rappresentazioni equivalenti

Sono possibili diverse scelte di variabili di stato.

Un nuovo vettore, in generale z(t), pud essere fissato a partire da x(t).

Se, ad esempio, z(t) = T x(t), con T una matrice non singolare, che corrisponde ad una
variazione di variabili di stato lineare, allora la rappresentazione rispetto alle nuove
coordinate ha la forma seguente:

Z'(t)=TAT" z(t) + T B u(t) R
y(t) = C T z(t) + D u(t) x=AX+Bu |
Infatti abbiamo al lato la dimostrazione: Q:TX : b T-E.?-

Pt Pt Pt Pt P Pt P P P P P P P Pt P P P P Pt P P P P Pt P P P P Pt P P P P P P Pt P P P P Pt P Pt P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P Pt
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Sistemi a tempo discreto e continuo
Le rappresentazioni con lo stato che sono state introdotte sono dette IMPLICITE
perché descrivono in modo implicito le evoluzioni. Cioé non dicono quale &
I'espressione effettiva della y(t) in funzione di u(t) e X, ovvero della u da un certo
istante to in poi e della x, al tempo to.

Questo modello € un sistema di equazioni differenziali, nel caso a tempo continuo
x'(t) = A x(t) + B u(t)
y(t) = C x(t) + D u(t)

Questo modello al sistema di equazioni alle differenze prime, nel caso a tempo
discreto

x(k+1) = A x(k) + B u(k)

y(k) = C x(k) + D u(k)

Queste ultime sono equazioni che forniscono una rappresentazione implicita
dell'oggetto che vogliamo studiare.

Alle rappresentazioni implicite € associato uno schema detto di realizzazione o di
simulazione. Abbiamo, per sistemi a tempo continuo, il seguente schema di
realizzazione:

[ ] t l
u(t) s X0 A
il NN — —

questo € lo schema che pud essere utilizzato per realizzare un dispositivo che emula |l
sistema dato. L'emulatore pud essere costituito fisicamente con dispositivi in
commercio presso negozi di elettronica. L'emulatore deriva dal modello matematico.
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Per i sistemi a tempo discreto valgono considerazioni analoghe, al posto
dell'integratore sono inseriti elementi che generano un ritardo. Abbiamo, per sistemi a
tempo discreto, il seguente schema di realizzazione:

o

k
u(k + x(K+1i x(k) . L_ y(K)
>, — —
ritardo

questo € uno schema di realizzazione in tempo reale che emula il sistema fisico che &
modellato dalle relative equazioni.

Le rappresentazioni a tempo discreto risultano sia da esigenze modellistiche sia da
vincoli tecnologici quando si lavora su sistemi a tempo continuo.
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Lezione n. 3 RAPPRESENTAZIONI APPROSSIMATE

Prof. Salvatore Monaco
40'54"

introduzione

rappresentazioni con lo stato non lineari

alcuni esempi

approssimazioni lineari di sistemi non lineari
discussione degli esempi trattati

campionamento e tenuta di sistemi a tempo continuo

Introduzione

Abbiamo visto nelle scorse elezioni che studieremo i sistemi lineari e stazionari che
ammettono una rappresentazione lineare a tempo continuo o a tempo discreto.

In questa lezione tratteremo le rappresentazioni approssimate.

Nella costruzione di un modello matematico, le rappresentazioni possono derivare da
ipotesi semplificative, nella realta quando costruiamo un modello esso viene costruito
sotto certe ipotesi semplificative.

Le ipotesi semplificative nella costruzione del modello danno luogo ad una
approssimazione. Quello di cui ci occuperemo saranno le approssimazioni
conseguenti a semplificazioni di un dato modello.

Assumeremo di avere un certo problema sul quale é stato costruito un certo modello e
poi di approssimare questo modello. Ci occuperemo di due tipi di approssimazione: se
il modello € non lineare sara approssimato con uno lineare; se il modello € a tempo
continuo ne saranno campionate le variabili con l'utilizzo di strumenti digitali che
porteranno ad ulteriori approssimazioni.

Rappresentazioni con lo stato non lineari
L'oggetto matematico di una rappresentazione implicita, stazionaria a dimensione finita
a tempo continuo € del tipo seguente:

X(t) = f (x(t), u(t)), x(to) = Xo (questo & un sistema di equazioni che caratterizza la parte dinamica)

y(t) = b h(x(t), u(t))

Con f ed h funzioni non lineari di x e u; x € un vettore di stato a n componenti, u € il
vettore degli ingressi. La y € legata alla x e alla u in modo istantaneo, anche h & una
funzione non lineare.

A partire dallo stato x, al tempo to, fissato u dal tempo t, in poi, lo stato evolve secondo
la prima equazione e l'uscita evolve secondo la seconda equazione.
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La rappresentazione a tempo discreto sara del tipo seguente:

x(k + 1) =f (x(k), u(k)) (al posto derivata abbiamo l'incremento unitario nel tempo)
y(k) = h(x(k), u(k))

Con f ed h funzioni non lineari di x e u.

Se la funzione f(x, u) € lineare in x e u e la funzione h(x, u) € lineare in x e u allora
avremo una rappresentazione lineare che descrive un sistema lineare e la forma sara
la seguente:

f(x,uy=Ax+Bu
h(x,uy=Cx+Du

Se la f ha un'altra forma, con un ulteriore termine, N x u, con N una matrice quadrata,
X un vettore ed u uno scalare (u € un numero Reale), la rappresentazione, ciog, & del

tipo seguente:

f(x,uy=Ax+Bu+Nxu
h(x, uy=Cx+Du

allora la rappresentazione €& bilineare e descrive un sistema bilineare. Questi sono
modelli interessanti perché possono allargare molto la classe dei problemi analizzabili.
In molti sistemi fisici compaiono variabili di questo tipo.

Se la funzione f ha questa ulteriore forma

f(x, u) =f(x) + g(x) u (questa & una struttura affine all'ingresso)
h(x, u) = h(x) + I(x) u

Allora la rappresentazione € detta affine rispetto all'ingresso e anche il sistema € detto
affine rispetto all'ingresso.
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Un esempio di sistema lineare a tempo discreto € una procedura per il calcolo della
radice quadrata di un numero reale:

x(k + 1) = x(k) = [*2(k) — a)/2x(k)

Si parte da una x(0), poi x(1) ecc, la procedura converge alla radice di a.
In corrispondenza della soluzione la dinamica si annulla.

X. = + g2

e L

Un altro esempio e la cosiddetta equazione logistica, ad esempio quella
dell'evoluzione di una popolazione. Vediamo ora l'evoluzione di una popolazione in
presenza di risorse limitate come esempio. Se ci sono delle limitazioni sia la cosiddetta
equazione logistica che € del tipo

x(t) = a x(t) (1 — 1/k x(t)) che ha il termine 1/k x(t) in piu

x(t) = a x(t) (1 - 1/k x(t))

X 4

K frrmrm e m o m -

k: capacita portante

k &€ detta capacita portante ed ¢ il limite massimo a cui tende la popolazione.
Questo fatto tiene conto della presenza di limitazioni, ad esempio di alimentazione, di
spazio fisico, eccetera.

Su questa base pud essere costruito un modello interessante, detto modello di
interazione tra specie, con il modello preda e predatore.

Si assume che in assenza di predazione, la preda segua l'equazione logistica con
capacita portante a/b.

La decimazione € proporzionale al prodotto delle densita fra le due specie.

E costante la probabilita di uccisione della preda.

Il predatore € limitato dal suo cibo ovvero la preda.

Sotto queste ipotesi dell'evoluzione nel tempo (omesso per migliore visione delle
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relazioni) di queste due popolazioni, 1 preda e 2 predatore, avviene secondo le
seguenti equazioni:

k=a/b
La prima equazione & l'equazione logistica con k = a/b, data da axs; — bxq?

L'incremento di preda é limitato dal termine cxixz, che proporzionale al prodotto delle
densita delle due specie secondo fattore c. Maggiore € la probabilita le due specie si
incontrino e maggiore € la probabilita che venga decimata la preda.

La seconda equazione mostra come evolve il predatore. L'incremento del predatore &
negativo, ovvero il predatore tende a estinguersi. Pero la presenza di x4 determina una
crescita nella evoluzione della popolazione del predatore.

La dinamica del pendolo

supponiamo di avere un pendolo formato da una massa attaccata ad un'asta rigida. Si
calcolano le oscillazioni in funzione delle forze in gioco, la massa del pendolo e la
gravita, si immagina anche la presenza della forza di attrito e la presenza di una forza
esterna; I'ambiente & considerato un sistema viscoso.

mL 6(t) + mg sin[6(t)] +
+ kL 0(t) = u(t)

Forza
esterna

i A Forza
- N d’attrito

S~

mg | \ mg cos 6

Abbiamo I'equazione che esprime I'equilibrio delle forze al generico tempo t.
La forza applicata esterna € u(t) ed € uguale alle forze resistenti. Il primo termine delle
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forze resistenti € la forza esercitata dalla accelerazione angolare, il secondo termine &
la compensazione della parte del peso che € normale all'asta del pendolo, il terzo
termine & la forza di attrito viscoso.

Vengono determinate due variabili di stato, x1 e x.. Da ci0 riferiamo un modello, come
sotto riportato.

mL 6(t) + mg sin[6(t)] +
+ KL 0(t) = u(t)

X, =0 X, = 6(t)

X, = X,

L u

X,
mL

-9 sin(x,) - E X, +
m

Il modello & non lineare della presenza della funzione seno. Tale modello € in realta del
tipo seguente, dove u & moltiplicato per un vettore costante; lo stato ha dimensione 2,
affine rispetto all'ingresso, la funzione di uscita € una funzione lineare; la funzione f(x)
e un vettore di funzioni:

0
x= f(x) +| 1 |u
mL
y=(1 0)x
X,
f) = |- Lgin(x,) - — x,
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APPROSSIMAZIONI LINEARI DI SISTEMI NON LINEARI
Tratteremo, in ordine:

* L'approssimazione lineare di una funzione non lineare

* L'approssimazione lineare di una dinamica non lineare

L'approssimazione lineare di una funzione non lineare

pP(So N p(s)

So

v

dp
: S) N S +—
| P(8) % plso) +o_

SO

Le funzioni lineari nella variabile s sono tutte, e sole, le rette che passano per I'origine.
Quindi la curva rappresentata € una funzione non lineare. La retta & rappresentata dal
membro destro dell'equazione sopra, che € 'approssimazione lineare della curva, nel
punto s,.

Se ora collochiamo l'asse nel punto s, otteniamo quanto segue:

4 ™

d
P(s) = P(so) +-2| (5= s0)
S So
\ y
y := p(s)- p(Sp) z := (s - sg)

\. A

ovvero otteniamo un numero per z.
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L'approssimazione lineare di una dinamica non lineare
Siamo nella situazione come rappresentata in figura, in cui X € quella che si chiama
una situazione di equilibrio.

x(t) = f(x(t)) f(x,)=0

I >
Xe f(x)

L'approssimazione lineare € data dalla seguente retta (notare che f(x.) = 0):

X = f(x.) + £ (x = xg)

Xe

zZ=(X—-Xg)

df

8 —

z=J(x.)z
dx (Xe)

Xe

E se f € un vettore di funzioni quello che si ottiene € il cosiddetto Jacobiano di x
calcolato x.,moltiplicato per z.
In questo caso, supposto f un vettore di funzioni, J(X.) € una matrice del tipo

of,/9x, ... Of,/9x,
df | | . .
dx x_ . . - J(xe)
°|af,/0x, ... 8f./9x, |,

La matrice Jacobiana & una matrice di costanti, quadrata.
viceversa, se f non € vettore di funzioni allora abbiamo numero.
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Approssimazione lineare di un sistema non lineare

Siano date due funzioni non lineari, f e h, entrambe in funzione di x e di u, cioé delle
variabili di stato e di ingresso.

La funzione f & un vettore e potenzialmente lo & anche la funzione h.

Supponiamo che (Xe, Ue) Sia una coppia di equilibrio, il cui significato é riportato subito
sotto, f(xe, Ue) = 0, il sistema sta fermo nel punto Xe.
Supponiamo inoltre di avere un certo valore y., tale per cui h(Xe, Us) = Ye.

(x. ,u.) coppia di equilibrio

f(x,,u.)=0

h(x,,u) =Y.

Facciamo lo sviluppo di Taylor al primo ordine della funzione f:

= Sviluppo al primo ordine
della f

df
f(x,u) = f(x,,u.) + d_x

(x-x.) +
X /Ug

df
o (u-u,) +...
Xe /Ue

Dai calcoli otteniamo delle matrici di valori costanti, Ae B

(8f,/8%, ... 8f,/9x,,)

ug |9F./ 9%y ... BF,/3x, |x
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(af, /au, ... 8f,/du,)

ug \afn/aul afn/aupj X

Facciamo la stessa cosa per la funzione h

= Sviluppo al primo ordine

della h
dh
h(x,u) = h(x,,u,) + ax (x-x.) +
Xe sUe
+ dh
au (u-u,) +...
Xe sUg
oh,;/0x, ... oh,/9x, dh,/du,
dh .
dx Xg ) du .
u\@hn/9x; ... 9h,/0x,|x. u: dh,_/du,

Ue

Effettuando delle istituzioni otteniamo quanto segue:

AX=X-X Au=uUu-u
e e

Ay=y-y,

AX=AAX +BAuU
Ay=CAX +DAuU

Otteniamo dunque una prima equazione che € la variazione intorno al punto Xe.

Otteniamo una seconda equazione.
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In sostanza quello che otteniamo € una rappresentazione lineare.
Cioé, nel intorno della coppia di equilibrio (xe, ue), I'evoluzione & rappresentata da una

dinamica lineare.
Questo accade per il modello implicito, &€ dimostrabile che l'approssimazione sul

modello implicito implica la stessa approssimazione sul modello esplicito, cioé sulla
soluzione. Nel senso esposto dalla figura sotto:

La soluzione dell’approssimazione lineare
coincide con lI'approssimazione della
soluzione del sistema non lineare

lin

NL ey AL

sol l l sol

SNL =™ g AL-ASNL

lin

S NL = Soluzione Non Lineare.

Tutto questo si pud far ricondurre agli esempi precedenti.

= L’algoritmo per il calcolo
della radice quadrata

x(k+1) = x(k) = [x2(k) - a]/ 2x(k)
X, =V a &l'equilibrio
J(x.) = (1/2-a/2 x? )|x= VT
=0

Lo Jacobiano e la derivata rispetto ad x. Il risultato uguale a zero rappresenta
esattamente I'approssimazione lineare del comportamento dinamico non lineare.
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=2 L’equazione logistica J

O=ax_(1-1/kx)

x =0
ol equilibrio

J(x.) =(1-2ax/k)=..
Dall'equazione logistica calcoliamo gli stato di equilibrio ottenendo delle relazioni come
sopra. Lo stato di equilibrio dove I'equazione logistica si annulla e si ottengono due
soluzioni. Se facciamo la derivata dell'equazione logistica in funzione di X e la
calcoliamo in X, otteniamo I'espressione J(Xe).

= Il modello preda predatore}

X1 (a_bxl_ch) - 0
x: (_e+ C'Xl) ] 0
Xie = 0 X = e/c’
Xye = 0 Xy, = (ac’ -be)/(cc’)

X, >0 se k=a/b>e/c

Nel modello preda predatore uguagliando le relazioni a zero si trovano due stati di
equilibrio. Sono entrambi possibili, il primo & l'assenza sia della preda che del
predatore. Il secondo stato di equilibrio &€ possibile se i valori ottenuti sono positivi,
quindi é possibile secondo certe ipotesi.

Sotto queste ipotesi possiamo calcolare lo Jacobiano, che ha I'espressione seguente:

i.':I-Zb)(:l—CX2 -C'X .

c'x -e+C'x
2 1
a -C -be/c’ -e

0 -e (ac’-be)/c O

Rappresentazioni Approssimate - 11 / 14 - Lezione 3



Lo Jacobiano, calcolato nel due stati di equilibrio, sono riportati sotto ad esso.
Otteniamo quindi due matrici, a sinistra la matrice costante A, che rappresenta lo
Jacobiano calcolato nello stato di equilibrio (0, 0); a destra la matrice che rappresenta
lo Jacobiano calcolato nell'altro stato di equilibrio.

Le due matrici caratterizzano due sistemi dinamici lineari che approssimano il
comportamento del sistema non lineare, una intorno allo stato (0, 0), l'altra intorno
all'altro stato di equilibrio.

IL PENDOLO

IL PENDOLO

[ f(x,u)=f(x)+Bu ]

X 0
0= g . k N 1 u
T sin(x,) ~ X2 —

Le condizione di equilibrio si trovano ponendo a zero l'equazione, come sopra
riportato.

ue=0 u=2~0

e

0
xel = X = 0

Le soluzioni sono due, la prima € quella in cui il pendolo si trova in posizione verticale,
ovvero tutte quelle con il peso verso il basso, tutti angoli pari di pi greco. L'altra &€ data
dalla posizione del pendolo verso l'alto, tutti angoli dispari di pi greco, k costante
positiva o negativa. Notare che u. = 0 in entrambi i casi, il che significa che non c'e

nessuna forza applicata.
Di seguito é riportato lo Jacobiano in entrambi i casi.
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Abbiamo quindi un sistema lineare che approssima intorno allo stato di equilibrio del
pendolo in basso in un caso, del pendolo in alto nell'altro.

Le matrici sono dinamiche.

Studiando i sistemi dinamici lineari che approssimano le evoluzioni, quindi sistemi
lineari approssimanti, possiamo trarre tante informazioni sul pendolo quando é
sottoposto a perturbazioni.

La matrice degli ingressi, B, approssimante, € sempre la stessa.

Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt P Pt P P Pt P Pt Pt Pt Pt Pt Pt P Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt P Pt Pt Pt Pt P Pt Pt Pt Pt P Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt P P

Campionamento e tenuta di sistemi a tempo continuo

Rappresentano un'altra fonte di approssimazione dei sistemi a tempo continuo.

Le attuali tecnologie digitali impongono il campionamento e la quantizzazione dei
segnali e questo comporta una approssimazione nella simulazione se il modello con il
quale abbiamo a che fare € un modello di un sistema reale.

Abbiamo quindi un sistema reale che a tempo continuo che evolve nel tempo perché
sollecitato da ingressi di tipo continuo, le uscite sono variabili continue; quando esso
viene simulato con dispositivi digitali dobbiamo campionare e quantizzare le variabili.
Questo comporta una approssimazione.

CAMPIONAMENTO e QUANTIZZAZIONE

CAMPIONAMENTO QUANTIZZAZIONE
.......... P

! . —

| | ®

. T i—-
: i L ]

|u(t) I |u(kT)|
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Campionamento: abbiamo un segnale continuo che viene rappresentato da stringhe di
numeri che ne rappresentano il campionamento nei diversi istanti di tempo.
Quantizzazione: il valore campionato assume un valore proprio della rappresentazione
scelta, dovuto alla capacita di memorizzazione del valore. Ad un valore campionato ne
associamo un altro che discosta da quello campionato a causa della quantizzazione
per cui i valori non possono essere continui. Ad esempio un valore campionato di 0,6 e
uno di 0,7 possono assumere lo stesso valore 1. Il fenomeno della quantizzazione
genera una ulteriore approssimazione.

* Inoltre, spesso, nel calcolo fatto in modo discreto nel tempo, si approssima la
derivata con lincremento (il rapporto incrementale). Si fa quella che si chiama
I'approssimazione di Eulero.

= Inoltre spesso nel calcolo,
fatto in modo discreto
nel tempo, si approssima
la derivata con lI'incremento

Approssimazione di Eulero

x(KT+T) - x(kT)

x(kT) =
T

Quindi invece di considerare le derivate prime si considerano gli incrementi, come
sotto riportato.

x(t) = f (x(t),u(t))

x(k+1) = fa(x(k),u(k))

» La corrispondenza tra il comportamento del modello approssimato ed il sistema
originale si ha solo localmente. Sia nel caso delle approssimazioni legate all'impiego
dei dispositivi digitali, sia nel caso delle approssimazioni di cui abbiamo parlato
all'inizio, quelle che riguardano la funzione dinamica che utilizziamo.

* Lo studio del modello approssimato consente di ottenere importanti risultati sul
comportamento del sistema originale.

O
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Lezione n. 4

Prof. Salvatore Monaco
41°'02”

¢ Introduzione: studio dei sistemi lineari
« Sistemi a tempo continuo (lineari)

Analisi nel tempo delle rappresentazioni lineari

» Dal modello implicito al modello esplicito (dal modello differenziale alla sua rappresentazione esplicita,

la soluzione in x e iny)
* Le proprieta della risposta (in x e in y)

 La risposta impulsiva (&€ una parte della risposta, che svolge un ruolo particolare)

* |l problema della realizzazione

ANALISI NEL TEMPO DELLE RAPPRESENTAZIONI LINEARI

IL PUNTO DI PARTENZA
x(t) = Ax(t) + Bu(t) x(t)=xo

y(t) = C x(t) + D u(t)

i

] }
La rappresentazione |
implicita §

DAL MODELLO
IMPLICITO AL MODELLO
ESPLICITO

=il caso elementare
p=q=n=1

= il caso generale

Il punto iniziale della nostra analisi € la
rappresentazione implicita di un siste-
ma lineare.

E un sistema specifico che abbiamo
ottenuto partendo da un sistema reale,
che non ci interessa piu, in quanto stia-
mo facendo una analisi matematica del
problema.

Partiamo quindi dalla rappresentazio-
ne implicita e vediamo come si va dal
modello implicito al modello esplicito
trattando due casi, il caso elementare e
il caso generale. Nel primo caso abbia-
mo un solo ingresso, una sola uscita,
una sola variabile di stato. Nel secondo
caso, quello generale, abbiamo piu in-
gressi, piu uscite, piu variabili di stato,
rispettivamente p, g, n.
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Dal modello implicito al modello esplicito - Il caso elementare

il caso elementare Il caso elementare: p=q=n=1.
p=n=q=1
. L'equazione nel caso elementare & del
x(t) =ax(t) +bu(t) x(to)=x, tipo riportato a lato, con lo stato iniziale
X(t,) = X,
¢ Questa & una equazione differenziale li-
x(t) = e a(t-to) X +j ea(t-1) u(t) dt L .
t neare a coefficienti costanti.
Dalla teoria del-

le equazioni differenziali la soluzione di tale equazione differenzia-
le € la somma di due parti, una & l'equazione omogenea associata, che &
x(t) = a x(t), I'altra & una soluzione particolare che & quella quando al’'omogenea
si aggiunge un termine del tipo b u(t).

La soluzione dellomogenea é:
— Aa(t-to)
X(t) = e*x,
Per il teorema dell’'unicita deve soddisfare la condizione iniziale e deve soddisfare
la derivata.

Nel primo caso, per x =t abbiamo I'equivalenza x(t,) = x, che € la condizione
iniziale. Inoltre soddisfa anche la derivata rispetto al tempo, facile da calcolare.
Quindi abbiamo dimostrato che x(t) = e*%x_¢& la soluzione del’'omogenea.

Inoltre, una soluzione particolare e data dall'integrale, come riportato nelle figure.

Dunque é dimostrato che se x(t) = a x(t) & la rappresentazione implicita, allora
x(t) = e, ne & la rappresentazione
esplicita, come di seguito ulteriormente
indicato.

x{t;)=x, soddisfa la condizione
iniziale

a(t-t,)

;((t) —ae X +

t
+J a ey Lr)dt + b u(t) =
to
= a x(t) + b u(t)

soddisfa I'equazione

y(t) = cx(t) + du(t)  Alato I'uscita, della quale possiamo scrivere
subito la soluzione.

Per riprodurla in modo piu sintetico devono
t essere introdotti alcuni elementi concettuali.

+j‘ c (T b y(r) dt + d u(t)
to

= c ety +
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3(t) impulso di Dirac
I 5(0) = ©

a 0 b

b
J‘aﬁ('l:) dt=1 O < [a,b]

proprieta

18(t-to)
SN~ O

a thb b

b
j. f(t) 3(t-t,) dt = f(t,)
a

L'impulso di Dirac, &(t).

L'impulso di Dirac &€ un oggetto matematico molto
complesso. Semplificando, possiamo dire, che € una
funzione definita soltanto nell’istante in cui si annulla
I'argomento e in tale istante ha il valore infinito, per t
=0, 6(0) = », zero altrove.

Ha una importante proprieta, come mostrata dall’in-
tegrale a lato.

Ne consegue una proprieta: data una funzione f(t),
con un certo andamento in un intervallo a-b, e dato
in t, un impulso di Dirac, allora l'integrale nell'inter-
vallo della funzione moltiplicata per I'impulso € ugua-
le al valore della funzione nel punto di applicazione
dell’impulso di Dirac, ovvero nel punto un cui € cen-
trata la & di Dirac.

Si ottiene dunque I'estrazione del valore della funzio-
ne in quel punto.

t 1 - Y .
u(t) =J. u(z) 8(t - t) dt Applicando questa proprieta possiamo

t

y(t) = c e@(F )y, +

t

scrivere la relazione a lato e quindi di ri-
scrivere la funzione di uscita y.

+| (ce® P p 4 ds(t-t) ) u(x) de

to

Analisi nel tempo delle rappresentazioni lineari- 3 / 12 - Lezione 4



Dal modello implicito al modello esplicito - || caso generale
Abbiamo piu ingressi, piu uscite, piu variabili di stato, rispettivamente p, q, n.

Per quanto riguarda la soluzione, troveremo delle espressioni che sono formal-
mente identiche a quelle precedenti, dove al posto dei coefficienti a, b, ¢, d, com-

pariranno le matrici A, B,C, D.

L'ESPONENZIALE
DI MATRICE

2
ePAt cT+tA+ A2 ...

21

una proprieta

2
A At A(I+tA+=A24..)=
dt 21
_Aeft (zefta)

x(t) = A x(t) + Bu(t) x(ts)=x,
la soluzione x(t)

x(t) = eAltt) x +j e AT B y(1) dr

to

Per analizzare il caso generale occorre
introdurre I'esponenziale di matrice.

L'esponenziale di matrice € definito come
da figura a lato, per analogia rispetto alla
funzione esponenziale classica (e*) con-
siderata nello sviluppo in serie di Taylor,
come sotto riportato.

At $2
g = I4JcA+£A24i>/’f+ rieinil
2, 3
(I.t 2 _{:73
2 =dttatfa+rat---

Z' 30

E inoltre valida, anche per I'esponenzia-
le di matrice, la derivata in modo analo-
go alla funzione esponenziale.

A questo punto possiamo andare a cal-
colare la soluzione, x(t) del caso gene-
rale.

La soluzione é un vettore a n dimensioni,
in cui 'esponenziale &€ una matrice nxn
che moltiplica un vettore a n componenti

(X,) € quindi e un vettore nx1, come la soluzione x(t); I'integrale contiene un espo-
nenziale di matrice dimensionalmente uguale a quello precedente e cioe nxn, un
vettore B di dimensione nxp, un vettore px1, e nell'integrale, complessivamente

abbiamo un vettore nx1.
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x(ty)=x, soddisfa la condizione Perdimostrare che é la soluzione si veri-

iniziale fica che x(t,) = x, soddisfa la condizione
iniziale.
. t-t . : o
x(t) = ATty 4 Poi si calcola la derivata di x rispetto al

t A1) tempo e si trova che soddisfa I'equazio-
+J‘ Ae B u{t)dt + B u(t) = pe.

to
= A x(t) + B u(t)

soddisfa I'’equazione

A -
y(t) = € e N 4

Per quanto riguarda l'uscita, possia-
mo pre-moltiplicare per C e otteniamo
due attendi piu D u(t); poi applichiamo
+ la relazione che riguarda I'impulso di
Dirac e otteniamo una nuova scrittura
che é I'espressione finale.

t
+I C e At B y(z) dr + D u(t) =
to

=Ce A(t'to)x0

t
+| (ce®* PB4+ b §(t-t) ) u(r) de
to

LE PROPRIETA

DELLA RISPOSTA Analizzando le proprieta delle espressio-
ni trovate, la prima proprieta importante
-> risposta libera € una scomposizione della risposta nello
e forzata stato in uscita in risposta libera e rispo-
sta forzata.
> o, H ¥YeW Inoltre sara opportuno introdurre una
simbologia alla quale faremo riferimento
nel sequito.
x(t) = x,(t) + x:(t) La risposta nello stato € la somma di due
parti, I'evoluzione libera e I'evoluzione
v(t) = vy, (1) + y:(t) forzata. La risposta in uscita &€ la somma

delle parti, risposta in evoluzione libera

= una proprieta peculiare e in evoluzione forzata. Questa € una
dei sistemi lineari proprieta peculiare dei sistemi lineari.
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&
Abte) [ A2

B ALY d=z A lato la rappresentazione e la relativa
evoluzione libera e quella forzata.

S~— ¢, \_// Si dice risposta in evoluzione libera per-
‘7/ A ché questa € la risposta che si ha nell’e-
voluzione dello stato. Si ottiene quando

xe(&) X+ (&) lingresso u & identicamente nullo. Que-

sto partendo da uno stato x, diverso da
zero e un ingresso u da t, a infinito identicamente nullo. E la risposta del sistema
in evoluzione libera, quando non c’é ingresso, quando non c’é forzamento (I'in-
gresso in termini ingegneristici si chiama forzamento). Essa & una funzione line-
are di x,. Ovvero & una funzione lineare dello stato iniziale, ottenuta come una
matrice per X,

La seconda parte, la risposta forzata, & quella che si ottiene quando si parte da
uno stato iniziale x, = 0 e si applica un ingresso u da t; a infinito che & una funzio-
ne diversa da zero. In questo caso la risposta dello stato € uguale alla seconda
parte, quella che sottiene all'integrale. E la risposta in presenza di un forzamento
a partire da uno stato iniziale nullo.

Nei sistemi lineari lo stato e I'ingresso non si combinano per dare una risposta,
ma danno vita: lo stato iniziale ad una risposta, I'ingresso ad un’altra parte della
risposta. Questi due parti si combinano
nel modo piu semplice nel senso della

.
(¢-0)
‘3 (¢)= C 5’4 :&;4—/{ — )umd? somma delle due componenti.
e’

;/ v La stessa proprieta vale anche per l'u-
(&) gﬂ(_({.) scita: & una funzione data da una som-
U(’ ma di componenti, un primo componen-

te € una matrice per x,, lo stato iniziale,
la seconda ¢ la risposta forzata.

In sostanza x, e y, sono funzioni lineari di x(t,),
x(t) e y(t) mentre x. e y, sono funzionali lineari di u(t),
sono funzioni lineari di x(t,) cioé dell'ingresso, sull’intervallo [t , t].
X(t) e y.(t) Si dice funzionale una funzione che dipende
da un’altra funzione.

sono funzionali lineari di  E causale perché la x al tempo t non dipende
u(t) sull’intervallo [ty, t] da quanto vale la u per istante di tempo su-
periori a t, questo perché l'integrale & esteso

{connessione con causalita)
trat et
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o(t) = eAt H(E) = eAtp E opportuno ora introdurre la terminologia
- - usata nello studio dei sistemi lineari. La matri-

P(t) = C eAt w(t) = c eAty Ce " che caratterizza la risposta in evoluzio-
ne libera nello stato si indica con ®(t), ovvero

fi, quella che moltiplica B sara chiamata H(t),

il calcolo S_i ri;ll'.:lce quella che moltiplica C sara chiamata P(t) ,
a quello di e psi, e quella che moltiplica C e B sara chia-
mata W(t).

In evoluzione nello stato ci sara la @ e la H, nell’evoluzione in uscita ¥ e W.
Il calcolo si riduce al calcolo di eAt.

DO(t) = eAt H(t) = eAtp Alle matrici & assegnato un nome.
maﬁce matrice
di transizione delle risposte
nello stato impulsive
nello stato
infatti La matrice H si chiama matrice delle risposte
u(t) = 8(t - tg) impulsive nello stato, infatti se applichiamo un
ingresso di tipo impulsivo, un impulso centra-
t to all'istante t, il calcolo dell'integrale produce
J.tH(t-'c) d(t=ty) dt = H(t-ty) H(t-to).
0

P(t) =Ce”t wt)=ceAls

i) )

matrice di matrice
trasformazione delle risposte
in uscita impulsive
in uscita
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La risposta impulsiva

+
E di fatto la risposta ad un im- Alt-2)
pulso, la risposta ad un ingresso u& ()= /(Cc 'B{—Dgl‘-!’)) (7)) dT
che & diverso da zero soltanto 44 -

in un certo istante t, e che da un to ,l
impulso (una percossa). &

q (4= W(é") () d
)

\ ¢
t [(z.t":) > Wt

se u ¢ impulsivo

Da questo deriva che la y, € un integrale di un oggetto che e esso stesso una
risposta, con l'ingresso. E un integrale

particolare la cui forma mostrata in figu- _ t
ra e si chiama integrale di convoluzione, yf(t) - W(t-t) u(t) do
cioé la risposta forzata di un sistema li- t

neare.
integrale di convoluzione

INTEGRALE
DI CONVOLUZIONE

[t
ﬁ wit=z)ulz)d=
‘%

4T W) Wit = =)

L PP

U ( t) 1 .jﬂi
G N
s ceel N; ;
0 t T

Da queste considerazioni risulta che i
sistemi lineari, per quanto riguarda in particolare la parte forzata, godono di una
proprieta molto particolare e cioé che esiste dunque una risposta, risposta all’im-
pulso, che consente di calcolare tutte le altre risposte forzate.

Cioé se ¢ stata calcolata la risposta all'ingresso di tipo impulsivo, allora posso cal-
colare tutte le altre risposte forzate, facendo l'integrale di convoluzione di quella
risposta con l'ingresso nuovo di cui voglio conoscere I'andamento della risposta
forzata.
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Questo implicitamente pud essere formulato come la risposta impulsiva sia un
modello matematico del comportamento forzato.

Cioé per calcolare un comportamento forzato si puo fare I'integrale di convoluzio-
ne con la risposta impulsiva e questa € una proprieta molto speciale dei sistemi
lineari.

Il calcolo della risposta impulsiva, eventualmente per via sperimentale, da un mo-
dello del comportamento forzato (x, = 0), che si ottiene quando lo stato iniziale &
nullo.

Questo vuol dire che se ho un sistema fisico che & a riposo e voglio calcolare
un modello matematico del comportamento forzato di questo oggetto fisico allo-
ra prendo questo sistema, gli do un ingresso impulsivo (una percossa), osservo
l'uscita, e l'uscita che ottengo sara la risposta all'impulso, traduco la risposta in
termini matematici e ottengo la W(t). La W(t) € un oggetto matematico che posso
usare per calcolare una qualsiasi altra risposta senza applicarla direttamente al
sistema.

Per calcolare ogni altra risposta basta dunque eseguire 'integrale di convoluzione
con ingresso.

Il problema della realizzazione

Dalle ultime considerazioni fatte abbiamo inteso che il modello matematico del-
la risposta forzata pud essere ottenuto anche per via sperimentale, oppure puod
essere ottenuto in qualche modo senza immaginare di essere partiti dal modello
implicito. E dunque interessante porsi il problema inverso.

Il passaggio dalla rappresentazione implicita (quello che é stato fatto in questa
lezione) a quella esplicita significa calcolare la soluzione.

Nell'ingegneria ha interesse anche il passaggio inverso: dalla W(t), calcolata per
via sperimentale o altro, ad una rappresentazione implicita.

Alla rappresentazione implicita puo essere associato uno schema, come raffigu-
rato.

Questo schema rappresenta di per sé un sistema, un oggetto fisico, che pud
essere implementato in termini di calcolo, oppure in termini fisici, che consente
di emulare il comportamento dell’'oggetto fisico in quanto € un dispositivo, di cal-
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schema associato alla rappresentazione implicita

colo o fisico, che consente di calcolare
» D I'evoluzione nello stato (x(t)) e I'evolu-
t) X(t) l, zione nell’uscita (y(t)) al variare dell’in-
J‘ _@Oﬂ gresso (u(t))

E in sostanza un emulatore in tempo
reale del sistema fisico. Si pud quindi
Al< immaginare che, dato sistema fisico, si
possa calcolare la risposta impulsiva
dando un impulso all’ingresso osservando 'uscita, poi modellare la W(t) e costru-
ire una rappresentazione implicita del sistema che ha quella risposta impulsiva
e quindi metto in piedi uno schema del tipo raffigurato a lato, comprando degli
integratori, dei sommatori, o altro, e realizzo un emulatore fisico del sistema dato.
A questo punto si applica una u(t) e si guarda la relativa y(t).

Quindi si pud prevedere quello che succederebbe sul sistema perché abbiamo un
altro oggetto che si comporta allo stesso modo.

La rappresentazione implicita e lo schema di realizzazione ad esso associato
danno una procedura per calcolare la risposta in tempo reale.

Questo & uno schema che, al contrario di quanto accadeva utilizzando l'integrale
di convoluzione, consente di produrre in tempo reale la x(t) e la y(t) a partire dalla

u(t).

Avere una rappresentazione implicita significa poter realizzare (fisicamente o per
via sperimentale) un emulatore del sistema fisico allo studio.

Si pud quindi costruire un dispositivo che emula un dato fenomeno, un dato pro-
cesso, un dato oggetto fisico, oppure semplicemente un modello matematico (che
vedremo avere un suo rilievo).

Il concetto si chiama problema della realizzazione perché permette di arrivare ad
una realizzazione fisica.

Sistemi a tempo discreto
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Il punto di partenza
x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) x(kg)=xq
y{(k) = C x(k) + D u{k)

la rappresentazione
implicita

k-1
k-k e
x(k) = A’ 0)xo + Akl g u(t)
T = ko

(k-ko)

k-1
y(k) =CA Xo +3, C A B u(r) +

T =kg

+ D u(k)

l ®(k) = AK H(k) = AK1lp l

K cAkKlp k>0
Y(k) =CA w(k) =
D k=0

Le proprieta e le considerazioni sulle proprieta sono le stesse gia fatte nel caso
dei sistemi a tempo continuo

Nei sistemi a tempo discreto, lo schema, detto di realizzazione, o di simulazione,
e il seguente:

u(t) z(tH) z(t) +
B~ et

5
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Lezione n. 5 LA MATRICE DI TRANSIZIONE

Prof. Salvatore Monaco
42°'04”

» La matrice di transizione e i cambiamenti di coordinate
» Autovalori e autovettori - richiami

» Matrice di transizione: caso di autovalori reali e distinti

» Matrice di transizione: caso di autovalori reali e A semplice
» Matrice di transizione: caso di A semplice

LA MATRICE DI TRANSIZIONE

Obiettivo della lezione é quello di vedere come si fa a calcolare la matrice di tran-
sizione.

Nella scorsa lezione abbiamo visto che il calcolo delle soluzioni, nell’evoluzione
dello stato e in uscita, in x e in y, passa attraverso il calcolo di e*, la matrice di
transizione.

Occorre fare una premessa: se D = TAT", in cui A & la matrice dinamica del nostro
sistema, e sappiamo calcolare e, cioé sappiamo calcolare I'esponenziale della
matrice D, allora sappiamo calcolare anche I'esponenziale della matrice A, ovve-
ro risulta

At = AT IDTt = T-1aDt
eMt=e T1ePT

La dimostrazione € semplice.
-l
A=T DT

At_ LAY -
£ = 1+{:/’<+€

~l -1
- IL(-:'TDT-ng\ﬂ’/f\g/T{. veo-
A A

- 2 -
144TDT+E T D T4
z

Andando avanti nei conti possiamo dire che in generale (T'DT)* = T'D*T.

La Matrice di Transizione -1 / 16 - Lezione 5



Otteniamo quindi per e* I'espressione e = | + tT'DT + ..., se sostituiamo la ma-
trice identita con T'T e mettiamo in evidenza a sinistra T e a destra T, otteniamo
I'espressione finale, che & quello che

T-‘T' volevamo.
A-{: v’ -1 e LR
N +tTDT+E2T DT+
_e‘ = I+ T 5
gk <
7D

-l A
et (ytm};pq.... )7‘

\_/___,/
/

& <!
CA =T '&DTT

Quindi se sappiamo calcolare I'esponenziale di una matrice D sappiamo an-
che calcolare I'esponenziale della matrice A legata a D da una relazione del tipo
D = TAT" (che corrisponde ad una trasformazione di coordinate).

A questo punto il problema del calcolo dell’esponenziale di una matrice A diventa
calcolare una matrice T, a seguito di una trasformazione di coordinate, per met-
terla in una forma della quale sappiamo calcolare I'esponenziale.

D = TAT" e A rappresentano lo stesso operatore lineare in basi diverse.

Precisamente A nelle coordinate x e TAT nelle coordinate z = Tx, in cui A é la
forma dell'operatore nelle coordinate x, TAT' & la rappresentazione dello stesso
operatore ma nelle coordinate z = Tx; z saranno le nuove variabili di stato.

Il calcolo di e pud essere ricondotto al calcolo delle coordinate rispetto alle quali
I'operatore assume la forma piu “semplice”.
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Richiami su autovalori e autovettori

Un operatore lineare A
trasforma rette passanti Un operatore lineare A trasforma retta pas-

per I'origine in rette passanti gsante per I'origine in rette passanti per I'o-
per l'origine

rigine.

La retta r € la retta generata vettore che
ha tutti 1, applicando l'operatore A a tut-
ti i punti di r otteniamo un’altra retta che
sara la retta Ar. Ad esempio, se prendia-
mo il punto (1, 1) esso sara trasformato nel
punto (5, 3). L'operatore A trasforma rette
in rette.

Dato A, esistono rette

che vengono trasformate _ _ o
in se stesse? A lato ci facciamo una domanda, la cui ri-

sposta € nella immagine sottostante.

Esiste una retta che viene
trasformata in se stessa

Esiste un nhumero \
ed un vettore u tali che

Au = Au
o

autovettore autovalore

Au=3iu (A-AI)U = 0 A ato respressione di risoluzione dell’e-
quazione, nelle incognite A e u. Poiché
u € un vettore, si noti come a destra A
IAI-A|]=d(AL) =0 moltiplichi il vettore unita I.
Affinché I'equazione (A- Au =0
con abbia soluzione nel vettore u, la matrice
d(?L) =A "+ ap-1A it A0 A- Al deve essere singolare.
ed n & la dimensione di A Si calcola quindi il determinante, in fun-
zione di A, e lo si uguaglia a zero (si ottie-
ne un polinomio di grado n, stessa dimensione della matrice A; tale polinomio &
detto polinomio caratteristico associato alla matrice A).
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IAI-A] =d(A) =0

per il teorema fondamentale
dell’algebra
esistono n soluzioni

)\' 1 J wum gy A; n
numeri reali e coppie
di complessi coniugati

ai2

_ _Ia-3 -2
AL - A] = d(Q) _‘ "1 32 ‘
d(A\)= (A2-50.+4)
1.1=1
7\.2=

In corrispondenza
di ciascuno dei A; possiamo
risolvere

(A-AT)u =0 |
L /
7\.2 =4
A= 32 (A‘th)UZ=0
12 192
- u,= 0
7\,1 =1 [1 _2]
(A—?uII)u1=0 u,= i]

ISR R

A lato un esempio

Questa & I'equazione omogenea nell’in-
cognita u.

Dall’esempio abbiamo 2 autovalori, dai
quali calcoliamo due autovettori.
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Il caso di autovalori reali e distinti

Squomamo che
1 , [N | ,
siano reali e dlstlnti

Per ogni autovalore A, esiste
un autovettore u, soluzione di

(A-2,I)u, =0

7\.1—) U1
An—> U,

= gli autovettori uy,...,u,
sono linearmente indipendenti

fra di loro
t t
u1 s un ¢ o
l |
=> si scelga una trasformazione Poiché gli autovettori sono indipendenti
di coordinate z=Tx con allora posso eseguire una trasformazio-
ne di coordinate, nello spazio di stato,
1 f z = Tx con T' come riportata, matrice nxn

T_1= u1 amm un
| |
=>» cio che equivale a scegliere

come nuova base
gli autovettori uy,...,u,

non singolare.

Come diventa l'operatore Come diventa I'operatore questa base?

in questa nuova base? Cioé come diventa la matrice dinamica A
in questa nuova base?

TAT 1= [? ] La matrice diventa TAT'. Per calcolarla

si moltiplicano entrambi i membri per T.

f 1 f ! A sinistra rimane AT, a destra T
_ , per
A[llh I’f“] _[?1 l’f“][ ? ] quello che vogliamo determinare.
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A S I £ SR A (L
A u1 Y un - u1 ses un . 6
Voo Y I
Au,=A,u,
MO O
TAT1=(%%2 =\
00 M

Posto T =

TAT 1= A > A=TIAT

Forma spettrale di A

Si fanno i prodotti per colonne,

quindi Au, = A,u, e siccome u, € la
prima colonna della prima delle due
matrici al secondo membro, questo
impone necessariamente che la pri-
ma colonna della matrice di cui voglio
scoprire i coefficienti necessariamen-
te non possa essere fatta che come
A, e tutti zeri. Questo perché quando
applicherd tale matrice per il primo
vettore u, (della matrice a sinistra,
nel secondo membro) possa ottenere
AU,

Tale procedura si ripete in modo ana-
logo.

Quello che si ottiene & che la matrice
TAT" & la matrice diagonale con tutti
gli autovalori sulla diagonale.

Atale matrice viene assegnato il nome
identificativo di lambda maiuscola, A.

La matrice T e composta dalle V/,
che sono vettori riga; € l'inversa del-
la matrice degli autovettori e V' sono
le righe dell'inversa della T-', matrice
degli autovettori.

Si moltiplicano ambo i membri, a sini-
stra per T' e a destra per T, per far ri-
manere A al primo membro, si ottiene
A come da figura a lato.

Si scopre come A abbia una forma
particolare.

Il prodotto produce il risultato a lato,
detto forma spettrale di A.

A € combinazione lineare degli auto-
valori A_congliu_eiVv';u e un auto-
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ma
(e)‘]_t 0 N
eAt=| .
0 ent
. J

At 7
e t=LI1 e U .. :,
\ o @it~ Vi

n

eAt = kz etu, v,
=1

Forma spettrale di e”t

vettore, V', € il vettore riga dell'inversa
di T, costruita con gli autovettori.

A & una matrice quadrata di rango uni-
tario.

Una forma molto simile vale per I'e-
sponenziale della matrice, in quanto
e’" & esprimibile nella forma riportata
a lato.

Sapendo calcolare €T, per calcola-
re e basta pre-moltiplicarla per T e
post-moltiplicarla per T.

Ma I'esponenziale di una matrice dia-
gonale, in questo caso e’', ha la for-
ma riportata a lato, cioé & la matrice
diagonale degli esponenziali.

Pre-moltiplicando e post-moltiplican-
do, rispettivamente per T-' e T, otten-
go I'espressione a lato.

Facendo la moltiplicazione ottengo
una forma esprimibile dalla sommato-
ria riportata, tale sommatoria € la for-
ma spettrale di e™.
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Esempio

(32 a=|1 2

-[12] T [—11]
T 1(1-2

TAT 1= 3 (1 1

1(1-2((32(1 2|_|10|_

31 1J){12)-11) (04

a3 el

eAt = T-1eltT= . o .
¢ Il risultato che si ottiene € una matrice
1 2{e* O l[l _2] — in cui ogni elemento &€ combinazione
-1 1J(0 e4t)3 lineare di leggi esponenziali associa-

11
et+2edt _2et4 2 edt te agli autovalori che stanno lungo la
_et b e4t 2 et AL e4t

diagonale di e'\". Pre-moltiplicando e
post-moltiplicando & come fare una
combinazione lineare delle funzioni.
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Supponiamo che A abbia
autovalori reali ma non
necessariamente distinti

Il caso di A semplice con autovalori reali

Supponiamo che A abbia autovalori reali,
ma che ci possano essere autovalori coin-

A= B1 & la molteplicitd igonti

. algebrica
) dell’autovalore
Am —> Um

L+ tp,,=n

La somma delle molteplicita deve essere

uguale al numero degli zeri del polinomio.

Supponiamo che l'equazione
(A_)..kI) uk =0

u, sono gli autovettori.

ammetta, per ogni A,
K, soluzioni indipendenti

(A semplice)

Dunque A semplice se ci sono autovalo-
ri coincidenti, ma in corrispondenza degli
autovalori posso trovare tanti autovettori
guanta e la corrispondenza dell’'autovalore.

Ci sono tante soluzioni quanta é la molte-

plicita algebrica di soluzioni indipendenti tra di loro.

Questo € il caso di A semplice (o regolare), ci sono quindi autovalori coincidenti,
ma in corrispondenza di ogni autovalore posso trovare tanti autovettori quanta é

la molteplicita dell’autovalore.

In questo caso poniamo U, la matrice fatta

Posto ) _ e
dallaggregato degli autovettori associati a
Uy = | Uk, == Uk ciascun autovalore, e indichiamo con T la
. matrice ottenuta aggregando le U, .
. t 1
T'=U; ..Uy, > si verifica
¢ ' ' r ™
Ay O
. | 0
Tutti i vettori che otteniamo sono indi- 0 My I
pendenti, quindi possiamo assumere TAT1 = -
questa operazione come una trasfor- - N
mazione di coordinate e la chiamiamo 0 | 7“m_ Y
TAT, fatta come mostrato in figura. I 0 " 2
- ' m

La matrice TAT' & ancora diagonale.
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Sulla diagonale ci sono gli autovalori tante volte quanta € la molteplicita algebrica.

Senza perdita di generalita si pud pensare che gli autovalori siano distinti e che
ciascuno sia associato a un diverso autovettore.

Anche in questo caso
n

Rifacendo i calcoli, otteniamo anche in
, questo caso una forma spettrale per A e
A= 2 A U Vi lo stesso per e™.

k=1 Abbiamo una differenza rispetto a prima
che consiste nel fatto che alcuni dei ter-

' mini che contengono A possono essere

n
et = kz_lleAkt u, v

coincidenti.
= potendo essere alcuni
coincidenti
n=3
Esempio a lato.
Ay 2 Az
N \

Q=) M

v

My, Uy z

‘g i z 'Td;"é.z. U2 '*‘:.)
My Ue /(13 Tﬂ_:;(}..,.ho )
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_|=1 0
A‘[0-1]

_ _ _IA+1 O
|AL A|—d(l)—‘ 0 A1
)vl =-=1
7\.1 =_1
1-1 0 e ==1

A_[O-l] 1

(A-A;I)u=0 [0 0]u= 0

00

1

0
0 u1,2=[1]

I-'1,1=[

Per semplicita di notazione
si assuma n=3

d(v)=23+a,A2+a;A+a,=0

A — u reale
otjo — o
% |

o=jo

A lato un esempio, per un caso ele-
mentare.

Il caso di A semplice

Gli autovalori non sono piu necessaria-
mente reali.

Supporremo di avere una matrice di di-
mensione 3 e di avere tre autovalori di-
stinti.

Abbiamo il polinomio caratteristico fun-
zione di lambda e lo uguagliamo a zero.
Risolviamo I'equazione caratteristica e si
suppone che ci sia un’autovalore reale a
questo corrisponde un’autovettore reale,

e che ci sia una coppia di autovalori complessi (il numero complesso e il suo co-
niugato). Dobbiamo dunque stabilire, in termini di autovettori, cosa corrisponde

alla coppia di autovalori complessi.
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(A =(a+jo) I) (u,+ju,)=0 Le equazioni da risolvere sono due, una
per il numero complesso e una per il suo

© coniugato.

(A =(a=jo) I) (U= ju,)=0

- Ad autovalori complessi
coniugati sono associati
autovettori complessi

coniugati

(A ~(a+Jo) I) (u,+juy)= 0 Ad autovalori complessi coniugati sono

associati autovettori complessi coniuga-

(A —(o=jo) I) (u,-ju,)=0 ti.
. Risolvere le due equazioni equivale a ri-
. Lo solvere I'equazione matriciale come vi-
sualizzato in figura.
Auaub=uaub[°°°’] 9
Lol Vo ©a

Per risolvere I'equazione, si spezza in
due parti, quella reale e quella immagi-

(A = (0((-’!4) I )@“"‘j U.L)T—‘-_O_ 'L/_G_ naria.

A ak-‘d ‘(&—}—wub =0 parte reale

A lato € riportato lo
sviluppo.

A ‘ub — W ua‘ - d ub 0 parte immaginaria
@ o
W
A(ﬂ.a. Up ) =@c\ ub)(..w o()
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lato e facciamo TAT", il che equivale ad

tot Se ora prendiamo una T' fatta come a
U Up
I andare a vedere com’e fatta quella matri-

t
Posto T-1= [u
|

ce che si ottiene quando a sinistra ho AT
TAT 1= [ ? ] e a destra ho T' che moltiplica questa
matrice, otteniamo quello che é riportato
[1 to ] [1 t 1][ ]SO“O-
Alu u, u,|=(u u; u, P
Vol Vol -

1 4

o co]t -— vé—»

ea t| cos ot sen ot
-sen ot cos ot
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e quindi

eAt =
tt t)Ye o 0 v
uu, Uyl 0 e®*tcosot e*tsenot ||+Va—
}1 | )]0 -e*sennt e*tcosot ||-v, -
eAt =
e uv’
+
eMu,[cos(ot)v,,+sen(ot)v,]
+

eMu,[cos(ot)v,=sen(ot)v, ]

In generale
per A semplice

A —> Uy

Am — U,
Ay A’I__) Uayg s Upg

*
Ay r ;\'v_) Uyy 7 Upy

. t t 1 1 t 1
T 1= Ujeaa U Ugg Upg oo Uy Upy
l Vb Vo
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A; =
'—(Di (X.I
(o 0:
0 -
TAT1=|

Quindi una forma diagonale associata agli autovalori reali € una forma diversa di
matrici 2 x 2 ancora diagonale con parte reale e con parte immaginaria.

Questi calcoli sulla matrice di trasposizione, sull’esponenziale della matrice A, nel
caso di A semplice, sono alla base del calcolo della risposta in evoluzione libera
e quindi di quelli che sono i modi fondamentali del comportamento di un sistema

dinamico lineare.

Il caso di A non semplice, il caso piu generale, sara affrontato nello studio nel do-

minio complesso.
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Lezione n. 6 | MODI NATURALI NEI SISTEMI A TEMPO CONTINUO

Prof. Salvatore Monaco
41'15”

* Introduzione
* Risposta in evoluzione libera
» Modi aperiodici (associati agli autovalori reali)
* Modi pseudo periodici (associati alle coppie di autovalori complessi e coniugati)
* | modi nel regime forzato e in uscita
* Modi naturali eccitabili
* Modi naturali osservabili

Introduzione

Vedremo come sono fatte le evoluzioni nello stato e in uscita nei sistemi lineari
stazionari a tempo continuo.

Assumeremo A semplice. Il caso generale verra esaminato nel contesto dell’ana-
lisi nel dominio di Laplace.

La risposta in evoluzione libera - modi aperiodici e pseudoperiodici

Vogliamo studiare quale € I'andamento nello spazio di stato delle soluzioni dell’e-
quazione differenziale, o dei sistemi di equazioni differenziali, quando al tempo 0
parte dallo stato x,.

X = AX x(0)=X,
ha come soluzione | La soluzione, la risposta in evoluzione libera, €
riportata a lato, ovvero la matrice di transizione
X,(t)= eAt Xo moltiplicata per x,.
Per non mettere pedici ed apici, si assume
Senza perdita n = 3, nel ricordare il calcolo di e*, la matri-
di generalita si assuma ce di transizione.
n=3
C’e un’autovalore reale e una coppia di au-
A —> u PP

tovalori complessi e coniugati, u & l'auto-

a+jo — ua+jub vettorg associato. a A, dgli altr.i due, ya + ju,
- ju,, sono gli autovettori associati alla

a-jJjo —> uy-ju, coppia diautovalori complessi e coniugati.
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«— V’—>

t 1t ,
Til=|u u, u,| T= |~ Va—
b —v—

nelle coordinate z=Tx

A00

0 a o
0-0oa

TAT 1= Ag

forma diagonale a coefficienti reali

eAt = o T 1A Tt =
T-le'rtT=

U u, u, || 0 (ee)||~Va™
b Lo ae — v
oe
. 7

ma

[a co]t

-
e =

eoct cosat senot

-senot cosot
e quindi
At —

1t t)et o 0 v’

Date le due matrici T' e T costrui-
te come a lato, se ci mettiamo nelle
coordinate z = Tx, in cui 'operatore
e rappresentato dalla matrice TAT,
la matrice € diagonale, in qualche
modo a blocchi; in alto 'autovalore
reale, poi un blocco di dimensione 2
associato alla coppia complessa co-
niugata fatto da parte reale e parte
immaginaria, meno parte immagina-
ria negativa e parte reale.

Questa € quella che chiameremo la
forma diagonale a coefficienti reali.

A questo punto passiamo a e™, che ha
una rappresentazione come a lato ri-
portato.

Essa viene riscritta come riportato.

-

uu,u,l|0 e*cos ot e*tsen ot||~Va—

RER.

0 -e*tsen ot e*tcos ot -V
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eAt=ertyyv +

e *tu_[cos ot v_+ sen ot v,]
=+

+ e*uy[cos ot v,-sen ot v_]

Questo ¢ il risultato finale.
Sulla base di questo vediamo I'evoluzione libera nello stato.

P Pt P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P P P P P P ot

L’evoluzione libera
nello stato risulta
allora

X,(t)= eAtx,

si ottiene

[xl(t)=JeAtxo= cely +J

e*tu,[cos ot c,+sen ot c,] +| EsPrESSIONE DELLEVOLUZIONE
LIBERA NEL TEMPO
et u,[cos ot c,-sen ot c_]

coeff. c

PR
L A
la notazione v’

LY (Cfl ut vl: - T Ut Lo indica v, trasposto.

altri 2 coefficienti:
Va XO = Ca
Vb XO = Cb

v, e V', sono vettori riga,
X, € un vettore colonna,
il loro prodotto & un coefficiente.

~e/ XO  d Xo, fattore moltiplicativo, applicato

\/ dopo aver scritto tutta 'uguaglianza
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dove ViXg=c¢C

14 — 4 —
V, Xg = C, Vp, Xg = Cp

A lato ulteriori semplificazioni dell’e-
spressione dell’evoluzione libera nel
tempo, quanto risulta che c, c,, c,
sono le componenti di x, nella base (u,
X(tp)= Xp=cu + C, U+ Cpup U, u,). Cioe ln.eIIa nuova ba§e in cui Ci
siamo messi in quanto abbiamo fatto
una trasformazione di coordinate con una T-' che aveva proprio delle colonne u,
u, e u,. Quindi significa che abbiamo assunto quelli come nuovi vettori di base.

C, C, € C,Sono
le componenti di x, nella
base (u, u, u,)

L'espressione x(t,) = x, = cu + c_u_+ c, u, siottiene ponendo t = t0 nella espressio-
ne scritta a mano, nella pagina precedente.

Ponendo
[ m=vci+c

[ca/m = sen o T Cc,/m = cos (pJ

no di ottenere una nuova espressione

A lato ulteriori posizioni, che permetto-
: J

x(t)= eAtx,=ce*u +
m e “ [sen(ot+o¢)u,+
cos(ot+o)u,]

AT
2 cn 4

- Lt Cn“tcﬂ + M wl ») <
LR ARSI ( = A
LS "’-—
WT\;,J:;::::;E' C;v/htz 4&;({

C:-,/‘Ip < ;:" ‘:'.

Per le formule di prostafe-
JE \ resi, I'espressione in pa-

(& M (00 b't frfit((ﬁ +Ruulin ’(’7 | rentesi & il sen(wt + @),

J
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L'evoluzione libera nello stato &€ fondamentalmente la somma di due termini: il
primo caratterizzato da una legge di moto di tipo esponenziale, che avviene nella
direzione del vettore u, moltiplicato per un coefficiente c che rappresenta la com-
ponente iniziale dello stato x, lungo il vettore u; il secondo caratterizzato da una
legge di tipo esponenziale che moltiplica una legge di tipo seno e coseno che
avviene in due direzioni (i due vettori u_ e u_ che non sono allineati e individuano
un piano) dello spazio.

In sostanza abbiamo che la risposta in evoluzione libera &€ combinazione lineare
di due termini:

. Uno associato all’autovalore reale, chiamato modo aperiodico. Questo evolve
nella direzione dell’autovettore

. Uno associato alla coppia di complessi, chiamato modo pseudo-periodico. Que-
sto evolve nel piano datoda u_e u,.

Siamo nel caso n = 3, per supposizione, per cui c’€ un autovalore reale e una
coppia di complessi coniugati.

Di seguito una analisi di come sono fatti i due modi.

MODO APERIODICO MODOAPERIODICO

At
A reale e™u A =0, si rimane fermi in 1.
A < 0, 'evoluzione parte un certo punto e
A>0 tende verso lo zero.
A< 0 ﬁ/ A > 0, abbiamo una legge esponenziale che
B cresce nel tempo, I'evoluzione parte da 1 e
0 si allontana.
et Ar=0 . .
A lato le relative leggi di moto.
legge 1
di moto -t
A Il moto puo essere costante, tendente
: »  a zero o tendente all'infinito.
0o

La legge di moto del modo naturale &

1 l\ 1 | el

~t
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Quello che caratteristica il modo naturale
Parametro caratteristico aperiodico & 'autovalore A.

LA COSTANTE DI TEMPO Un parametro che viene assunto a carat-

terizzare la legge temporale, al posto di
t=—1/A A, € un parametro caratteristico detto “la
costante di tempo”, lettera t (tau).

Essa e definita come I'inverso dell’oppo-
sto dell’autovalore A (cioe -1/A).

Al lato la rappresentazione grafica.

Per A < 0, t (tau) & 'ampiezza del seg-
mento che e sotteso dalla tangente nel punto iniziale (t = 0) della legge esponen-
ziale. La derivata della legge esponenziale ci permette di calcolare il coefficiente
angolare della retta.

Il parametro t & positivo quando I'autovalore reale € negativo, questo ha un si-
gnificato fisico. |l significato fisico consiste nell’andare a vedere 'ampiezza dell’e-
voluzione nel punto in cui t incontra I'asse temporale, cioé a quale valore corri-
sponde sull'asse delle y, che & 1/e, se € 1 il punto che la curva incontra sull’asse
y. In sostanza 1 & il tempo necessario affinché I'evoluzione si riduca di un fattore
e rispetto al valore iniziale

A<O

(o

™~
T

MODO PSEUDO-PERIODICO MODO PSEUDO-PERIODICO

Il modo pseudo-periodico € associato

A=a i jo una coppia di complessi coniugati.
Al lato la relativa formula. E una legge
et [sen ((Dt+(p)ua+ di moto di tipo seno e coseno che av-

viene nel piano u_, u , e precisamen-
te nella direzione u_ con una legge di
tipo sinusoidale e nella direzione u,
con una legge di tipo cosinusoidale.
C’e uno sfasamento iniziale, c’é€ un in-
a=0 Up viluppo esponenziale.

cos(ot+o)u,]

u A lato quello la rappresentazione gra-
/ — fica di quello che avviene nel piano in-

\L/ dividuato dai due vettoriu_e u,.

/ A lato 'andamento per a = 0; si ricorda
e una ellisse, data dalla composizione che a & la parte reale.

di una legge di tipo seno e coseno
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U, Per a > 0, abbiamo un inviluppo,
avendo un esponenziale crescente.

E’ una spirale che diverge.

o>0

VA
1\/4/

o <0 Uy Per a < 0, abbiamo un inviluppo, che
€ una spirale che converge verso lo
zero.

/ o

/

Ideigng1§to A lato le leggi di moto, per i valori che puo
assumere a.
>0 a < 0, moto oscillante tendente a zero.
a<0 a > 0, moto oscillante tendente a infinito.
a = 0, moto oscillante costante.
a=0
l/ t
PARAMETRI PARAMETRI CARATTERISTICI
CARATTERISTICI Per caratterizzare la legge di moto, ov-
- vero per mettere in luce quali sono le
o, = Va2 + o? caratteristiche salienti del modo naturale,
£ =—alo S invece dei parametri a e w, si usano altri
n ' due parametri, lo smorzamento e la pul-
¢ =send ~ sazione naturale.
La pulsazione naturale € w_ed & definita

come a lato riportato. E’ il modulo di A.
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Lo smorzamento € definito come ¢ = -a/ w_, esso ha un reale significato fisico
nel caso in cui a < 0.

Quando a > 0, abbiamo una legge di moto tendente ad estinguersi, e tale para-
metro tiene conto della velocita con cui tale estinzione avviene.

Si noti dalla figura precedente, come lo smorzamento sia ¢ = sen 6, con 0 I'an-
golo definito come in figura.

Smorzamento € un parametro che varia tra -1 e +1. Quando vale +1 i due zeri
sono coincidenti e sull’asse negativo delle ascisse , quando vale -1 i due zeri
sono coincidenti e sull’asse positivo delle ascisse. Nel secondo quadrante assu-
me un valore compreso tra 0 e -1, nel primo quadrante assume un valore com-
preso tra -1 e 0.

In generale
per A semplice
?»1 _) u1

. La risposta in evoluzione libera & combinazio-
}\-m ) um ne lineare di modi naturali.

b 3
As Ay _) Uyy s Upy

3
7\«\,1 }"v_) Uy 7 Upy

La risposta in evoluzione
libera € combinazione
lineare di modi naturali Ci sono m modi naturali associati agli
autovalori reali, v modi naturali associati
'9@ modi aperiodici . alle v coppie di autovalori complessi co-
‘ niugati.

-)@ modi pseudo-periodici |

| modi aperiodici sono evoluzioni, con legge di moto esponenziale, lungo gli auto-
vettori u associati agli autovalori reali.

| modi pseudoperiodici sono evoluzioni, con legge di moto pseudo-periodiche, nel
piano u_, u,, associate a ciascuna coppia di autovalori complessi.
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OSSERVAZIONE
In presenza \

di autovalori coincidenti
si hanno modi naturali
caratterizzati dalla stessa
legge temporale, ma in diversi

autospazi
\___‘_‘_——— P

Se si hanno autovalori coincidenti reali abbiamo modi naturali aperiodici che han-
no la stessa legge temporale ma avvengono lungo autovettori distinti.

Se ci sono coppie di autovalori complessi coniugati coincidenti allora abbiamo
leggi di moto coincidenti ma che avvengono in autospazi di dimensione 2 ua e ub
diversi tra di loro.

Diremo dunque che i modi sono distinti perché sono evoluzione che avvengono
in particolari sottospazi dello spazio di stato.

Di seguito un esempio.

-3 30
=-2 3 2
0-6-3
A=-3 otjo= £3j
1 -1 0
u=|0( u,=|-1ju,=(-1
1 2 0

nello spazio z
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nello spazio x

Evoluzione forzata
nello stato

I modi
nel regime forzato
ed in uscita

| modi nel regime forzato ed in uscita

L'evoluzione forzata nello stato & integrale
di convoluzione della matrice della risposta
impulsiva nello stato elevato ad AtB con u.

t
X¢(t)= jeA(t_ B u(t) d t Si suppone di prendere un ingresso u(t) di
0

Xf(t)= eAt B Ug

Xo=0

u(t) = 8(t) ug

BUO

tipo impulsivo, in cui u, puo essere un vetto-
re, nel caso di piu componenti, oppure uno
scalare nel caso di un sistema ad un solo
ingresso.

Il caso generale a lato, con l'uscita. L'uscita ka
tale valore perché, quando applichiamo questo
ingresso, per la definizione di impulso, in uscita
abbiamo la funzione integranda calcolata nell’i-
stante in cui € centrato I'impulso. In questo caso
int =0.

Quando applichiamo I'ingresso di tipo impulsivo e
siamo nello stato 0, perché stiamo considerando
la risposta forzata nello stato, il sistema &€ come

se transitasse istantaneamente dallo stato iniziale nullo allo stato Bu,, dopodichée
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avviene una evoluzione libera, cioe il sistema evolve in evoluzione libera a partire
dallo stato Bu,.

Abbiamo un’espressione che € formalmente analoga alla risposta in evoluzione
libera, cioe e* moltiplicato per un vettore.

—-— r
se ug=1[0...010...0] Nel caso ci trovassimo nella condizio-
_ T ne come a lato riportato, abbiamo una
k-esimo elemento uscita x(t) del tipo riportato sotto.

Xf(t)=eAt B u0=eAt bk=hk(t)

k-esima colonna
di B Diremo che il modo naturale j-mo é det-

to eccitabile se la sua legge temporale
Il modo naturale j-mo e detto compare in H(t), se compare in una qual-

eccitabile se la sua legge che colonna di H(T), questo equivale a
temporale compare in H(t) dire che eccitabile con un ingresso di tipo
’ impulsivo.
eAtB=XeNtuv B g . —
1) Al lato la condizione affinché questo acca-

1T "

vj'B 7-/0

In modo naturale j-mo € detto Analogamente, diremo che il modo na-

osservabile se la sua legge turale j-mo & detto osservabile se la sua
temporale compare in ¥(t) legge temporale compare in W(t).
4 . ) . . .
CeAt=Yert Cuv. Stlgmo per}sando aI! evoluzione libera in
Pt uscita che & caratterizzata da C e* x,.
ﬁ L'espressione della W(t) &€ C e™.
C u. 7_/ 0 A lato la condizione necessaria e suffi-
] ciente
Il modo naturale j-mo & detto Il modo naturale j-mo & detto eccitabile

eccitabile ed osservabile se la sua e osservabile se la sua legge tempora-
legge temporale compare in W(t) [e compare in W(t).

CeAtB=Ye xit C uivi'B Ma W(t) = C e B, e le condizioni sono

riportate di seguito.
v,B 7-/0 & Cu, 7-/0
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Questo ci chiarisce una cosa, che di fatto dentro la matrice di transizione dello
stato nell’evoluzione libera ci sono tutti i modi naturali.

Nella risposta forzata dello stato compaiono soltanto le leggi esponenziali asso-
ciate ai modi naturali che abbiamo definito essere eccitabili. Quindi compaiono
solo quelle leggi esponenziali per le quali risulta WJ.’B diverso da zero.

Nella risposta in evoluzione libera in uscita compaiono soltanto le leggi esponen-
ziali associati ai modi naturali che abbiamo definito osservabili, quelle cioé per le
quali risulta Cuj diverso da zero.

Nella risposta impulsiva in uscita, e quindi nella risposta forzata nello stato, a ca-
ratterizzarla abbiamo soltanto le leggi esponenziali che compaiono nella W che
sono quelle che sono simultaneamente eccitabili e osservabili.

In questo senso abbiamo meno informazioni nella risposta impulsiva, nella ma-
trice che caratterizza il comportamento forzato che abbiamo detto essere un mo-
dello del comportamento forzato. Perod, in questo senso, € un modello parziale
perché ha informazioni soltanto sui modi che sono simultaneamente eccitabili e
osservabili.
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ABBIAMO VISTO

1 2
La risposta in evoluzione Il modello risposta
libera € composta di impulsiva e parziale poiche
modi naturali contiene “informazioni”
evoluzioni in particolari solo sui modi eccitabili
sottospazi ed osservabili

P s Pt P P P P P P P P P P o P P P P P P P P P o P P P P o P P P P o P P P P o P P P P P P P P P P P P P P P P Pt P P

X t t 1 t 1
T '=|Uq. U, Uyq Upg Uy, Uy,
| Vool Vo

X (t)= eAt x, =

= 2 modi aperiodici +

2 modi pseudoperiodici

x(t)= me*[sen( ot + ¢)u, +
cos( ot + ¢)u,]

a<0 a=0 a>0
T S
=

=0=

Evoluzione libera
nello stato n=3

x(t)= eAlx,= e* u v’ xo+
e“tu, cos ot v, 'xq +
e*tu, sen ot v{Xxy +
etu, cos ot v|, X,
etu, sen ot V;X,
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Lezione n. 7 LA TRASFORMATA DI LAPLACE
NELLO STUDIO DEI SISTEMI A TEMPO CONTINUO

Prof. Salvatore Monaco
49'55”

* Introduzione

 La trasformata di Laplace: definizione e proprieta
* Il modello nel dominio complesso

« La struttura ed il calcolo delle soluzioni

+ La funzione di trasferimento

Introduzione

La lezione € dedicata all'introduzione dell’'uso della trasformata di Laplace dell’a-
nalisi dei sistemi a tempo continuo.

Stiamo studiando sistemi che operano su funzioni che sono definite nel tempo,
sviluppando I'analisi del dominio del tempo. E possibile condurre lo studio anche
nel dominio della variabile complessa e questo grazie alluso di una operazione
di trasformazione che prende funzioni del tempo e li trasforma nel dominio della
variabile complessa. L'analisi dei sistemi che tratteremo sara diversa da quella
ottenuta dal punto di vista frequenziale.

LA TRASFORMATA DI LAPLACE
LA TRASFORMATA La trasformata di Laplace € una funzio-

DI LAPLACE ne del tempo definita da zero a infinito.
La sua definizione é riportata al lato, s €
f(t) t [0, ) un numero complesso.

- Integrando fra zero di infinito la variabile
4(f(t))= ﬁ(t)e *dt = F(s) i integrazione scompare e quello che
0 rimane €& una funzione di variabile com-

Re(s)> a  plessa, indicata con F(s).
Quindi f(t) € la funzione nel dominio del
tempo, F(s) & la funzione nel dominio

della variabile complessa.

1 o reale:

Esiste un a reale tale che per tutti gli s che hanno la parte reale maggiore di a,
la funzione f(t) € integrabile. Questa relazione definisce nel piano complesso un
semipiano, in questo semipiano la trasformata di Laplace & ben definita.
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F(s) e ben definita
per una vasta classe
di funzioni nel tempo

d o reale:

Re(s)> «

F(s) € ben definita per una vasta classe di
funzioni nel tempo, nel senso che esiste un
a reale tale che per tutti gli s che hanno la
parte reale maggiore di a, cioé per tutti gli
s che si trovano a destra di a la F(s) & ben
definita, cioé l'integrale e calcolabile. In ef-
fetti quello che conta e la parte reale. Se
la f(t) & integrabile nell'intervallo da zero a
infinito allora a pud anche essere minore di
zero. Se la f(t) non tende a zero nel tem-
po, a deve essere un numero positivo. Co-

munque é sempre definito, sono pochissime le funzioni che non possono essere
trasformate secondo Laplace, per le quali cioé non esiste una convergenza nel

dominio complesso.

PROPRIETA
= linearita

L (o f, () 4o f(1))=
o 1I= 1(S)+OL ;2(5)

= teorema della derivazione

.4 (F (t)) =S F (s)- f(0)

e

at

-
-

0

0l el 0

s (1L'm) - < F(s)

PROPRIETA' della Trasformata di Laplace

Linearita, collegata alla linearita dell’opera-
zione di integrazione.

Si dimostra che l'ascissa di convergenza
della combinazione lineare € la piu grande
delle ascisse di convergenza di f, e f,.

Teorema della derivazione, riguarda la tra-
sformata di Laplace della derivata di una
funzione.

/ & (.{./f)e'stJ €= 0- 7((‘ = Alato la dimostrazione.
. st -
j""é«) & Jeoyes )t

b, o Py
< [ Fuset - [ "t
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Il modello nel dominio complesso

Il modello nel S | S
L ulla base di queste due proprieta possia-
dominio com plesso mo procedere al calcolo del modello nel do-

minio complesso.

. Abbiamo un sistema, il cui modello im-
x= Ax+Bu, x(0)= X, plicito nel dominio del tempo & definito

un sistema di equazioni differenziali
trasformata ) . : .
alle derivate totali, lineare, stazionario.

s X(s)- X, = A X(s) + B U(s) X, X € u sono funzione del tempo, A e
B sono matrici di coefficienti.
. x = Ax + Bu & 'equazione d’ingresso/

X(s)=(sI- A)'1x0+ (sI- A)'IB U(s) stato; partiamo dallo stato al tempo
zero, x(0) = x,. Questo si ottiene come

da sotto descritto.
g (iw)=% (Axw1+8at)

sXG)-%, = AX6)+B Ubk)

!
QJ»"A')' Abbiamo, in sostanza,
WS YX(e) = Ve + BU) ) la X(s) in funzione di x,
e di U(s), dove U(s) & la
X 6)= (SI-A)qxo +(s1 —A').!B yls) trasformata di Laplace

dell’ingresso.

-1 -1 ! i -
(sI-A)" x,+(sI-A) BU(s) L'espressione trc?vata .deve essere c.olnfronta
ta con l'espressione in forma esplicita della
x(t), perché proprio I'espressione dell’evolu-
t . - .

At A(t-T) zione nel tempo della x ci dice come varia la
e™xo+ [ PBu(r) ar one e e ) .
0 x in funzione di x, e dell'ingresso u da zero in

poi.
dal confronto
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l(e At):(SI -yl = Ds)
9

J(eAt B) =(SI—A)-iB
= H(s)

\ 4

(SI-A) x,+(sI-A) BU(s)

At ¢ Aty
€ xo+_[e Bu(t)drt
0

dal confronto

L [ e g ui dr) _

0 L'integrale di convoluzione € uguale,

(sI - A)-lB U(s) = H(s)U(s) nel dominio della variabile complessa,
al prodotto delle trasformate delle due

& una proprieta generale: funzioni.
la trasformata Questa & una grande semplificazione,

di una convoluzione é& uguale ed ¢ il teorema della convoluzione.
al prodotto delle trasformate

Come sottoprodotto dei calcoli che abbiamo fatto abbiamo ottenuto una serie di
risultati parziali che ci consentono di effettuare delle operazioni di trasformazione.

Sappiamo anche trasformare

4 at 1 Alato la trasformata di Laplace di una funzio-
(e ) s-a ne esponenziale.

Nell'antitrasformata dobbiamo evidenziare
‘Z( 1 at8 (1) che la funzione & definita da zero in poi.
1

A tale scopo si utilizza la funzione gradino
funzioni esponenziali che vale uno da zero in poi.
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y(t) = Cx(t)+Du(t) La trasformata della funzione di uscita.
Al primo membro, la trasformata della

. trasformata funzione y(t) € Y(s).
L R Al secondo membro avremmo CX(s) +
Y(s)=C(sI-A) x,+ "ases . DU(s). Mettendo al posto della X(s) I'e-
. - Xo s s). Mettendo al pos

—, _ P . . _
pare necuzone e 4 (C (ST = A) 1 B +D )U(s) spressnone calcolata |.n precedenza otte
— niamo quanto a lato riportato.

=¥(s) x, + W(s) U(s) Nella espressione finale vengono rino-
0 =) Y g
parte in evoluzione forzata mlnate de”e part|

W(s) € la trasformata di Laplace della matrice della risposta impulsiva nel tempo.

Ritroviamo nella espressione finale il teorema di convoluzione perché nella rispo-
sta nel dominio del tempo avevamo l'integrale di convoluzione tra la w(t) e la u(t).

X(s)=@ (s) % + H(s)U(s) In sostanza abbiamo quanto ripor-
tato a lato.
Y(s) = ¥(s) x, + W(s)U(s) a0 a1ato

D(s)= (sI - A)™" H(s) = D(s) B
¥(s)= c D(s) W(s)=C D(s)B +D

W(s) = funzione di trasferimento

La trasformata di Laplace della risposta impulsiva si chiama funzione di trasferi-
mento.

Nel caso di sistemi a piu ingressi e a piu uscite la W(t) € una matrice, la W(s) &
una matrice, la matrice delle risposte impulsive e la matrice delle funzioni di tra-
sferimento.

E possibile calcolare la risposta dello stato
ed in uscita facendo i calcoli nel dominio
complesso.

E possibile calcolare
la risposta

nello stato ed in uscita ) _ .
facendo i calcoli nel dominio Abbiamo un sistema definito nel tempo, le

complesso matrici A, B, C e D; calcoliamo le matrici

(sl -A)", H(s), W(s) e W(s), calcoliamo I'e-

spressione della risposta forzata e libera

nello stato e in uscita nel dominio della variabile complessa e poi dobbiamo tor-

nare indietro, antitrasformando le espressioni trovate per calcolarle nel dominio

nel tempo. Il dominio complesso rappresenta un dominio alternativo in cui si puo
andare a fare i calcoli per passare dal modello implicito al modello esplicito.
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LA STRUTTURA
ED IL CALCOLO DELLA
SOLUZIONE

> dD(s)

Struttura e calcolo di ®(s), matrice di tran-

. . sizione dello stato nel dominio complesso.
= il calcolo della soluzione

D(s) = (sI - A)-i ®(s) & linverso di una matrice che
a T ha s sulla diagonale principale, i co-
( (sl -A) ) efficienti della matrice A cambiati di

d(S) e Polinomio  Segno.
E(s) caratteristico || risultato finale ha al denominatore
- polinomio il cosiddetto polinomio minimo. Il ri-
— minimo sultato finale ha in E(s) una matrice

fattore di d(s) che ha per nxn i cui elementi sono polinomi in
zeri tutti gli autovalori s di grado massimo n - 1; m(s) € un

polinomio di grado massimo n.

semplice esempio:

A= (au dn )

day, de

operazione di “aggiunta”

(s:-f\-)-': Vs
SO (52 B e
(o) ‘( ) (s 0 )

| <Ay S-Q72
A4

- -4 —
S-au 12 l<£"“|

~4a), S-U,

L'aggiunta & la matrice dei complementi algebrici,
che sono i termini che si calcolano dalla matrice data equivalenti ai determinanti
della matrice che si ottiene quando I'elemento di posto ij € cancellato insieme a
tutti gli elementi che appartengono alla colonna e alla riga di cui quell’elemento é
intersezione.
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T Il determinante |sI - A|, denominato d(s),

g.ﬂn (lz, € un polinomio del tipo: s* + a ;s + a,
| polinomi dell’aggiunta trasposta hanno
a\?- g-q" un grado al piu n - 1, in questo caso 1.

A conti fatti otteniamo E(s) / m(s).
|sT-A | a0 )
: M
A= (s-A) -+ (s-4n)

/(l. IR "'/J-r. = h
A lato le caratteristiche dei gradi dei
polinomi. i
Gli y, si chiamano molteplicita algebri-
che, gli m. si chiamano molteplicita ge-

wmp ]
ometriche. m) = (5-1\3° s.ee (5-4‘\\3 y

[me e )

@(s) & una matrice Quello che si ottiene, E(s) / m(s), &€ I'espressione
di funzioni razionali complessiva della ®(s). Essa € una matrice di fun-
strettamente proprie zioni razionali strettamente proprie.
E cioé una matrice i cui elementi sono rapporti di
polinomi in cui il grado del denominatore &€ maggiore del grado del numeratore.

m(s) ha zeri semplici, . Se m(s) ha zeri semplici, allora possiamo scrive-

m re le espressioni come a lato riportate, grazie a
D(s) =), _Ri quanto riportato sotto.
i=1 S~ A

O(t) = 3 R e

ke )= 25

-

A semplice

[
Al LRt oM 5 )

S-A L—
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Ri nxn p(R)=p;

Cio equivale a dire che
m n
-t .
D(t)=3 R, M = ) eMtu v
i=1 i=

ed m=n se pi=1

s s P P P P P P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P P P

Presenza di zeri complessi
in m(s)

n=3 A,0 +jo ,00-jO

- R iR R_-iR

(sI-A) L R + atIRy 42 IRy

s-A s-o-jo s-o+jo
Rc=Ra+ij

s-h (s—a)’+ o’
R =uv
— 1 v’ v’
Ra_T(ua at UpVp )
Rb = i( u vi-u_v’! )
2 b a ab
Rx, =cu

2R _(s-a)-2R,0

3 3 X0 =
(s=a)Y +o

m((s - a) senp+o cosp) u_

(s—oc)2+ mz

m((s - o) cosp-0 seng Yu

(s—oc)2+ o

La trasformata di Laplace nello studio dei sistemi a tempo continuo - 8 / 12 - Lezione 7



u(t) = sen(ot)

U(s) = o/ (s2+n?)

u(t) = cos(mt)

U(s) = s/(s2+m2)

s s P P P P P P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P P P

L [t f(t)] =F (s - )

L [ e*t cos(ot) &_4(t) ]
= (s-a) /((s- a) 2+a?)

P Pt Pt P P P P P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P P P

(mevege

[ca/m = sen o Cc,/m = cos (pJ

v
x(t)= eAtx,=ce*u +

m e “ [sen(ot+o¢)u,+
cos(ot+o)u,]
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Calcolo delle soluzioni
(AI BI CI DI xo)

X,(s) = @s) Xy= (sI - A)"

4L

X,(t)

Yi(s) =W¥(s) X, = ¢ D(s)

Y (t)

U o, x) U(s)

X:(s) = H(s) U(s) = D(s)B U (s)

L L

X, (t)

Ye(s) = W(s) U(s) - (c D (s) B+D ) U(s))

L1

Y.(t)
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La funzione
di trasferimento

W(s)=CD(s)B+D

= E la trasformata
di Laplace della risposta
impulsiva

> E un modello
del comportamento forzato

= E una matrice di funzioni
razionali proprie
(strettamente proprie se D=0)

=> Il polinomio a denominatore
comune ha come zeri
gli autovalori di A associati ai
modi eccitabili ed osservabili
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Ammette, al pari di W(t),
un’interpretazione

5perimentale > (La risposta sara si, nella prossima le-

zione).

s P Pt Pt Pt Pt P Pt Pt Pt Pt ot Pt P Pt P P P P Pt P Pt Pt P Pt Pt Pt Pt P Pt P P Pt P Pt Pt Pt Pt P Pt Pt ot P Pt Pt Pt P Pt P Pt Pt P Pt Pt P P

2R (s -a)-2R o

(s—oc)2+ mz

Ll

R, . 2R
o, (Tn+C) - —

b \, 1-C2

n

2
1+2i s+ 32
C')n Cog
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Lezione n. 8 IL REGIME PERMANENTE E IL COMPORTAMENTO IN FREQUENZA

Prof. Salvatore Monaco
49'07”

Introduzione

La risposta a regime permanente:definizione e condizioni di esistenza
La risposta a regime permanente per ingressi periodici

La risposta armonica

Il comportamento in frequenza

La risposta transitoria e parametri caratteristici

Introduzione

La lezione di oggi & incentrata a dare una risposta alla domanda fatta nella scorsa
lezione e cioé, al pari della W(t), la funzione di trasferimento ammette una rappre-
sentazione in termini sperimentali?

La risposta in regime permanente
Il concetto di risposta in regime permanente viene fuori da alcune considerazioni.

La prima € il domandarsi come si comporta un sistema dinamico in presenza di
una sollecitazione persistente avente precise caratteristiche. Quello che succede
e che molto spesso la risposta tende ad assumere andamenti dello stesso tipo
dell'ingresso. Questo tipo di risposta sara chiamata la risposta a regime perma-
nente.

y (t), la funzione della risposta a regime permanente.

Definiamo la funzione y(t) quella funzione
verso la quale tende ad assestarsi la risposta
Ly () —y(t) | <€ indipendentemente dallo stato iniziale.

/

Esiste? Come calcolarla?  npiremo quindi che la funzione y (t) & la rispo-

sta a regime permanente se verso quella fun-

zione del tempo tende ad assestarsi la risposta effettiva al crescere del tempo e
questo assestamento della funzione non dipende dallo stato iniziale.

Ve V Xo 3 Ta(xq) : t2Ty(xg)

Per una definizione formale di questa funzione dobbiamo fare riferimento a quella
di limite, nel senso di limite delle funzioni.

Comunque preso un € e un qualsiasi stato iniziale x, esiste un tempo di assesta-
mento che dipende dallo stato iniziale tale che per tutti istanti di tempo maggiori
o uguali nel tempo di assestamento risulta che lo scostamento tra la risposta a
regime, cioe y (), e la risposta effettiva & minore di €. Lo scostamento puo essere
uno scalare oppure una norma a seconda del tipo di funzioni. Sara uno scalare
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per funzioni scalari.

Questa definizione significa che la y(t) sta tendendo all’andamento di y (t). Quindi
y (t) & 'andamento limite verso il quale la risposta tende ad assestarsi al crescere
del tempo.

A questo punto si pongono due questioni, la prima é I'esistenza della funzione a
regime permanente e, se si, come calcolarla.

- Perché esista e sia indipendente Affinché questa funzione esista sia indi-

da Xg € necessario _ _ pendente da x, & necessario che I'evo-
che I’evoluzione libera in uscita

tenda a zero per ogni Xg. quigne libera in uscita tenda a zero per
ogni X,.
= I noltre I'evoluzione nello stato
dovra essere limitata. Cio accade
sicuramente se la seguente Inoltre I'evoluzione nello stato dovra es-
condizione é soddisfatta sere limitata. Questa & una condizione fi-

sica che dobbiamo richiedere, perché se
I'evoluzione nello stato non € limitata, la
funzione andra naturalmente verso valori
infiniti e quindi portera a delle saturazioni e, in uscita, non potremo piu avere la
possibilita di osservare il comportamento.

Cio accade sicuramente se la condizione Re (A) < 0 e soddisfatta.

In questo caso accadono due cose, I'evoluzione libera nello stato e nell’uscita
tende a zero, inoltre 'evoluzione nello stato & sicuramente limitata.

Quindi ci poniamo nella condizione per cui la parte reale degli autovalori sia stret-
tamente negativa.

Re (A) < 0

Definiamo risposta a regime permanente

ye(t) = lim [C eAllto) x4 come il limite esplicitato a lato. Ovvero il
LTy limite per t0 che tende a -infinito della ri-
+| W(t-1) u(7) dt ] sposta effettiva, la risposta dalla quale im-

to magino di partire dall’istante t0 allo stato

ma iniziale x0.

lim C e Alt-to) Xg= 0 , . . .
- L'espressione della risposta contiene la
l parte in evoluzione libera a sinistra e la

_ t parte in evoluzione forzata a destra.

ye(t) = lim W(t - 1) u(t) dt : L : .

ty—>- 0 J t Usiamo una definizione di questo tipo in
quanto sfruttiamo la stazionarieta del si-
stema. Dovremmo andare a vedere che cosa accade quando il tempo fa all’in-
finito. Ma facendo il limite che tende all'infinito non & detto che questo limite sia

definito, il limite & calcolabile se solo se € pari ad un valore. In realta non vogliamo
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calcolare quella funzione che tende a assestarsi verso la risposta. Per fare questo
ci ricordiamo che il sistema e stazionario e immaginiamo di iniziare I'esperimen-
to sempre prima, quindi di portare il tempo di inizio di applicazione dell’ingresso
a -infinito e di restare ad osservare al tempo t. In questo modo otterremmo una
funzione del tempo avendo pero atteso un tempo sufficientemente lungo, al limite
infinito, che & quel tempo necessario affinché I'assestamento della risposta su
questo andamento che si vuole calcolare sia raggiunto e che quindi la risposta
coincida effettivamente con 'andamento.

La parte in evoluzione libera tende a zero. Questo perché lo sviluppo della parte
dell’evoluzione libera € una sommatoria di termini che contengono un esponen-
ziale con gli autovalori a parte reale negativa e questo rende tutti i termini tendenti
a zero. La Ce™ tende a zero, indipendentemente da x,. La parte in evoluzione
libera tende a zero ed al tempo t si € estinta.

Quindi la funzione y (t) & definita come il limite che tende a -infinito della parte in
evoluzione forzata.
t—1= ¢ Per calcolarla effettuiamo una sostituzione,
come riportata a lato e, sotto, lo sviluppo.
. B

<
o0
y, (1) =J‘ W(E) u(t - &) dE va (ﬂ:‘&' / W(€-x) ar)de
0 1 b‘b.b 6
Esiste per opportune z: t-
funzioni di ingresso u, 4-2: 1 t

Q
: -3)4d
La differenza con lo sviluppo € che il li- /6"' e / W(;) “(t I) ;

mite superiore dellintegrale & +infinito, Yy a - v G-t
questo é vero nel caso in cui le funzio- oLt
ni W e u, come supponiamo siano, sono -

delle funzioni continue, o meglio assolu- _J,,» / v (3 ) 4! &."]di
tamente continue. E senz’altro vero se la Lo wm 0

funzione u é una funzione regolare.

L'espressione formale della funzione y (t) € dunque:

La funzione esiste per opportune funzioni di ingresso U
Vediamo ora quali sono le funzioni per cui

o0
y(t) = J. W(E) u(t - &) dE essa esiste e come possiamo calcolarle.
0
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il caso scalare p=q= 1 Per farg que_sto (?I ponlamo nel caso
scalare in cui abbiamo un ingresso ed
u(t) @ una uscita.

Viceversa questa considerazione var-
rebbe per ogni elemento della matrice
della funzione di trasferimento.

Si considera un ingresso u(t) = e, con

s un numero complesso. Facendo le

e dello stesso tipo opportune sostituzioni e calcoli si ottie-
dell’ingresso ne come a lato.

o0
y (1) j W (&) eS(t-8) dg =
0

o 0}
esfj W(E) e S5 dE =
0

Nell’'integrale abbiamo la trasformata di Laplace calcolata in s (il numero comples-
so che definisce I'ingresso dato). W(s) € la funzione di trasferimento calcolata nel
punto s, che caratterizza l'ingresso.

Abbiamo dunque una risposta a regime che € dello stesso tipo dell’ingresso.

Poiché s € un numero complesso l'interpretazione fisica non ha ancora un signi-
ficato fisico pregnante, ma lo avra.

LA RISPOSTA A INGRESSI PERIODICI

LA RISPOSTA Andando a vedere com’e fatta la ri-
A INGRESSI PERIODICI sposta a ingressi periodici abbiamo:
el®t _ g-i0t

u(t) = senaot = -
2j

1 linearita

el®t W(jo) - e I W(-jo)

yr(t) = ) ]

!J,L(G) ) ‘32. (¢) - ')‘lt (¢)

2)
,)'"tw(,‘u) _ 2! SC )

kel
-

2)
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Dobbiamo ora tener conto di alcune proprieta che ha la funzione W(jw).
Quando I'ingresso u(t) € e, in uscita a regime permanente, yr, abbiamo e“'W(jw).

rwl
ate)e 2! —

! =

)
Wall) = <

¢ 0
c(»r

\ﬁ/

Ra (K) 2o.

e

o g e o o] ¢ @ o =
e

Affinché W(jw) sia definita, deve
essere definita la trasformata di
Laplace nel punto jw.

L'aver posto s = jw significa essersi
messi sull’'asse immaginario, in or-
dinata, quindi siamo in un punto di
questo asse. Affinché W(jw) sia de-
finita deve appartenere alla regione
di convergenza, cioe deve risultare

Y l'ascissa di convergenza della tra-

sformata di Laplace della funzione
W a sinistra dell’asse immaginario,
a, <0.

Questo accade sicuramente in quanto gli autovalori hanno tutti parte reale nega-
tiva, Re(A) < 0. Questo si riflette nel fatto che la W(t) & una combinazione lineare

di leggi di eAlt.

Quindi sono funzioni naturalmente sommabili, tendera a zero con andamenti
esponenziali, perché i A hanno parte reale negativa e quindi si pud dimostrare
che I'ascissa di convergenza & senz’altro negativa.

La convergenza a_ coincide con il valore massimo della parte reale dei A, poiché
i valori sono tutti negativi il valore massimo € quello piu vicino a zero.

Dato l'integrale che identifica la fun-
zione W(jw), se al posto dell’esponen-
ziale mettiamo il coseno ed il seno in
base alla funzione di Eulero.

Poiché la funzione coseno & una fun-
zione pari e la funzione seno € una

('60 95 S D% Wt ) (&) d ¢ funzione dispari, la parte reale della

Pe i) ' [’
T (e ] 2"l fr’

funzione W(jw) & una funzione pari e
la parte immaginaria € una funzione
dispari.

Questo comporta che il modulo della
fase sia una funzione pari e la fase
una funzione dispari.
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In pratica, il modulo non cambia quando al posto di w metto meno -w, la fase di-
venta I'opposto quando al posto di w metto meno -w.

el® w(jo) - e 1 W(-jo)
2]

_ ) f . Alato M per rappresentare il modulo e ®
M(@) = | W) | ¥o) = /W(jo) per rappresentare la fase.

Yr(t) =

M(®) = M(- ®) ¢(0)) = - (I)(- )

y (1) = M(®) sen (ot + P(o) )

L) < ) $)
-j' g(u)

Possiamo rappresentare W(jw) nella sua espres- W U U‘) =
sione esponenziale, ricavando W(-jw) nella sua
espressione esponenziale. WL-,'u) » H (w) <
Applicando altri calcoli, si ottiene la y (t) come

sopra, ovvero y (t) = M(w) sen (wt + O(w)).

Questa (y (t) = M(w) sen (wt + P(w))) € una
funzione importante perché quando ingres-

\ _ . . T
so c’e u(t) = sen(wt), in uscita ancora la fun- ‘]
zione seno, modificata in modulo (M(w)) e I‘r
fase (®(w)) di una quantita che sono pro-
prio il modulo della W, in s = jw, e la fase
della W, in s = jw. Alé) =

cmm—

() HEwY Ao (1 ‘?"“’)

Qmwt

Dunque y (t) = M(w) sen (wt + ®(w))
e la risposta in regime permanente.
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Abbiamo un ingresso che € una funzio-
ne sinusoidale. Effettuando una simula-
zione otteniamo una uscita che, dopo i
primi istanti, ha sempre un andamento
sinusoidale, ed ha la stessa pulsazio-
ne, perché del tipo sen(wt), modificata

tin modulo e in ampiezza, € ritardata in
fase, ovvero sfasata di una certa quanti-
ta, che dipende da w.

v

La funzione di uscita tende ad assestarsi intorno alla funzione y (t) che & la rispo-
sta a regime.

La modifica in ampiezza e la modifica in fase sono pari al modulo e alla fase della
funzione di trasferimento calcolata per s = jw dove w € la pulsazione della funzio-
ne d’'ingresso.

Quindi un segnale periodico dato in ingresso di un sistema lineare, a regime,
dopo un po’ di tempo tende ad assumere un andamento che & coincidente con
una funzione che é dello stesso tipo, con lo stesso periodo del tipo sen(wt), si € in
ingresso c’era sen(wt). Essa € modificata in ampiezza e fase di una quantita che
dipende dal modulo dalla fase della funzione di trasferimento calcolata in s = jw.

Questo accade dopo un certo periodo di tempo, che dipende dal sistema; dipende
dalla rapidita con la quale la risposta tende ad avvicinarsi alla risposta in regime
permanente.

In realta € dimostrabile che il tempo di assestamento €& legato alla piu grande
delle parte reale degli autovalori. Parlando in termini di costanti di tempo, dopo
3, 4 volte la piu grande delle costanti di tempo, di fatto, quella che si osserva ¢ la
risposta a regime permanente.
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Si chiama risposta armonica la funzione

La risposta W(s) calcolata in s = jw.

armohnica Non & una risposta fisica ma ¢ la funzio-
ne di trasferimento calcolata sullasse
immaginario. La funzione & ben definita

W(jo) . .
risposta armonica quando gli autovalori hanno parte reale
. negativa perché I'ascissa di convergenza
nel transitare attraverso N ti
un sistema dinamico lineare € negativa.

stazionario un segnale periodico La W(jw) ha un significato fisico, perché

puro di pulsazione ® il suo modulo e la sua fase, w per w, in-
viene modificato formano su come viene modificato un
in modulo e fase segnale periodico puro che transita attra-

verso un sistema dinamico e se ne guar-
= i W) = i . .
M(®) = | W(jo) | §o) m—‘@ da la risposta a regime permanente.

Nel transitare attraverso un sistema dina-
mico lineare stazionario, un segnale periodico puro, di pulsazione w, viene modi-
ficato in modulo e in fase, nelle quantita come mostrato in figura.

andamenti del modulo
e della fase, al variare di W Nel tracciare dei diagrammi al variare di w

del modulo della risposta armonica e della
M(®) fase della risposta armonica, tali diagrammi
danno una informazione di come, al variare
di w, viene modificato un segnale periodico
puro che transita attraverso il sistema.

(@) E questo il significato fisico della W(s), per
® S = j w, quando esiste la risposta a regime
permanente, con il sistema che ha autovalori
a parte reale negativa.

O

e questo il significato fisico
della W(s) quando esiste y,(t)

Quando il sistema ha autovalori a parte reale negativa il significato fisico della
W(s) € questo: la W(s), per s = jw, definisce una funzione detta risposta armonica
che fornisce la modifica in modulo e fase che subisce un segnale periodico quan-
do transita attraverso il sistema.
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IL COMPORTAMENTO IN FREQUENZA
Il com portamento Interpretazione ulteriore del concetto

in frequenza

Quando esiste y,(t) Quando esiste y(t) i grafici di M(w)
i grafici di M(0) e {(o) e O(w) !fendc.)no F:onto de! comporta-
rendono conto mento dinamico (in t) del sistema.

del comportamento dinamico (M(w), D(w)) = W(jw) — W(s) — W(t)
(in t) del sistema ’

(M(0), (@) CD)W(jo) Dw(s) D)w(t) Quindi, sull'asse delle w, i grafici di

M(w) e ®(w) hanno in sé le informa-

sono un modello zioni relative al comportamento nel

della risposta forzata tempo. Questo perché, avendo M(w)

e ®(w) in funzione di w, equivale ad

avere W(jw) in funzione di w, il che equivale ad avere la W(s) perché basta sosti-

tuire jw con s, e questo equivale ad avere W(t) perché basta farne I'antitrasforma-

ta. Quindi nel’andamento complessivo di modulo e fase della risposta armonica

ci sono le informazioni sul comportamento dinamico, ovviamente forzato, del si-

stema e quindi sul funzionamento del sistema nel tempo. Quindi modulo e fase
sono anche un modello della risposta forzata.

IDENTIFICAZIONE della W(j®) IDENTIFICAZIONE della W(jw)
S - La procedura di identificazione del-
\ la W(jw), riportata a lato, diventa una
sen co1t M(®,)sen(e t+ ¢(®,)) procedura diidentificazione della W(t).

di esperimenti tramite I'applicazione di
un ingresso, sen(w,t), ed andando a
osservare, dopo un tempo sufficiente-
mente lungo, la risposta a regime permanente, possiamo ricavare subito I'infor-
mazione di M(w,) e sen(w,) mettendoci alla frequenza w, e riportando i valori di
modulo fase in corrispondenza di tale frequenza.

M( ®) B @) Dato un sistema S identifichiamo il
L modulo e la fase attraverso una serie

(D1

Facciamo questo per un ulteriore ingresso, sen(w.,t), con la relativa risposta a
regime permanente e idem per un ulteriore ingresso, sen(w.,t).

Facciamo questo per un numero finito di frequenze, poi interpoliamo questi dati
con delle curve che rappresenteranno modulo e fase di una funzione che nel do-
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minio della variabile complessa é rap-

IDENTIFICAZIONE della W(j®)
presentata dal rapporto di polinomi.

/ S Quello che otteniamo sono il modulo
e la fase della risposta armonica, da

sen a,t M . ’

2 (@z)sen(w,t+¢(w,)) queste la W(s) e di conseguenza la
M(®) @) W(t).

® P ° [ J

— -

4 ®y W4 Oy

IDENTIFICAZIONE della W(j®)

IDENTIFICAZIONE della W(j®)
~ g |—
sen ot M(w3)sen(ast+ ¢(w3z))
M( ®)
M(®) bioy H @)
*e « * B ——
——— ——— ©1 @y O ®y B O3

Quello che si € fatto & quello di fare piu misure della risposta armonica in regime
permanente rispetto ad ingressi periodici calcolando valori della risposta armoni-
ca, questo porta il calcolo della funzione di trasferimento e la risposta impulsiva

del sistema.
I grafici di M(e) e ¢ (o), Puntualmente,
_ che rapprese_ntano in oghi o, I’'informazione
il comportamento in frequenza sul comportamento a regime;
a regime permanente, globalmente, dalla forma
hanno tutte le informazioni complessiva, 'informazione
sul comportamento dinamico sul comportamento dinamico
forzato anche nel tempo
Si noti che
@ — W(jo) =0

al piu la W(jw) tende ad un valore costante se D non € nullo

W(jo) — cost #0
D=0 => |l sistema & puramente dinamico,

se D #0 non c’e un legame diretto ingresso- uscita;
grado del numeratore < grado del denominatore
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Notare che jw € un rapporto di polinomi.

Se il grado del denominatore € maggiore del grado del numeratore (questo acca-
de quando D = 0), quando il legame diretto ingresso-uscita non c’e, al crescere
di w il modulo va a zero.

La risposta transitoria € un concetto conse-
LA RISPOSTA guente al concetto di regime permanente.

TRANSITORIA Quando esiste la risposta a regime perma-
nente, la risposta complessiva si compone di
due parti, transitorio e permanente, y (t) e y (t),
yi(t) = y(1) -y, (1) quest'ultima la risposta a regime che perma-

quando esiste y (t)

una diversa scomposizione N€.
della risposta Questo mi consente di definire la risposta al
y(1) = yy(t) + y (1) transitorio come una differenza.

Pt Pt Pt Pt P Pt P Pt Pt P Pt P Pt P P Pt Pt Pt Pt Pt

A lato una diversa scomposizione, importan-
y(t) = yl(t) + yf(t) tissima.

La risposta nel tempo, y(t), € data da due parti,

la risposta in evoluzione libera piu la risposta

_ in evoluzione forzata, yl(t) e yf(t). Libera quan-

Yyt = yi(1) + (V) do lo stato iniziale é diverso da zero e I'ingres-

so € nullo, forzata quando lo stato iniziale &
nullo e l'ingresso diverso da zero.

Abbiamo visto ora che quando esiste il regime permanente la risposta puo essere
scritta in una ulteriore forma, somma di due parti, parte del transitorio e parte della
risposta a regime.

Ci rendiamo conto che la parte della risposta a regime € una parte della risposta
forzata, mentre nel transitorio € inclusa la risposta in evoluzione libera e quella
parte della risposta forzata che non & inclusa nel transitorio.

Su questo tipo di scomposizione si fondano le ipotesi di progetto dei sistemi di-
namici.

Se y(t) = 0, abbiamo un sistema istanta-
neo, come dimostrato.

In y(t) = K u(t), il sistema & istantaneo

y(t) = Ku(t) =W(s) = K—W{(in) = K (che non & oggetto di studio in questo
corso), la y & legata alla u da una rela-

M(®) = K dw) =0 zione 1 a 1. W(s) & la sua funzione di
trasferimento ed é costante, lo & anche |l
modulo, mentre la fase & zero. Quando
sen ®t — K sen ot entra sen(wt) la risposta, che € anche la

risposta a regime, & K sen(wt).

Se y,(t) = 0 abbiamo
un sistema istantaneo

I nfatti
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Un SISTEMA ISTANTANEO ¢ caratterizzato da modulo pari a K, costante, e da
fase nulla.

Un SISTEMA DINAMICO e caratterizzato da un certo modulo e da una certa fase.

Un SISTEMA Un SISTEMA
ISTANTANEO DINAMI CO
e caratterizzato @ caratterizzato
in frequenza da in frequenza da

| W(j®) | = K | W(jo) | = M (@)
Jwiio) = o futio) = ¢ (o)

Intuitivamente possiamo dire che un sistema dina-
mico € caratterizzato da un guadagno variabile in
2..intuitivamente... frequenza, il guadagno & rappresentato dal modu-

.

[ Sun sistema dinamico lo della risposta armonica.

e caratterizzato da guadagno

variabile in frequenza Possiamo anche dire che un andamento “quasi”

costante fino a valori elevati di w fa pensare ad

di o fa pensare ad un sistema | UN sistema rapido nella risposta. Questo perché un

4 rapido nella risposta oo . .

: —~" sistema che ha modulo costante pari a K nella ri-

sposta armonica, € un sistema istantaneo, quindi &
molto rapido nella risposta.

= un andamento “quasi”
costante fino a valori elevati

]
|
I
|
|
I
|
]

UN ESEMPIO

—_
—\

®

M(®)

M(®)

quale & piu veloce ?
quello sotto
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PARAMETRI PARAMETRI CARATTERISTICI, definiti sul modu-

CARATTERISTICI lo della risposta armonica.
M(®)
i i . . . . .
0,707 M(0) L ===~ r\_ Abbiamo la rappresentazione di un sistema dina-
0 ey © mico, nel quale per w = 0, avremo un certo valore
Bs : Tmoy - 0707 del modulo. Il modulo pudé aumentare in un certo
“:nn:_/:; intervallo di valori di w, poi tendere a zero come in

tutti i sistemi dinamici e fisici.
L'aumento nellintervallo rende conto del fatto che
B, un segnale periodico che passa viene in qualche
. N modo aumentato rispetto al valore iniziale, rispetto
e collegata alla rapidita ]
di risposta ad un segnale che ha una frequenza minore.

Su questo diagramma possiamo introdurre due pa-
rametri caratteristici, uno € il cosiddetto parametro
tiene conto di una particolare B. la band t 3 dB. Q t t
reattivita a sollecitazioni in un 5 18 banda passante a - QUesSto parametro
certo intervallo di frequenze rappresenta la prima frequenza in corrispondenza
della quale il modulo viene attenuato di un fattore
0,707 rispetto al valore del modulo in zero.

Questo vuol dire che fino a B, tutti i segnali periodici vengono in qualche modo
attenuati al piu di un fattore a 0,707, rispetto all'attivazione del segnale in frequen-
za zero. Questa frequenza B, tiene conto di tutti i segnali periodici che, quando
transitano attraverso il sistema, non vengono attenuati troppo, ma passano abba-
stanza bene. Mettendoci ad una frequenza piu alta, maggiore di B,, I'attenuazione
€ molto elevata, perché il modulo &€ molto piccolo. Quindi alimentando il sistema
ad una frequenza maggiore di B,, in uscita avremo un segnale molto attenuato,
che, al limite, non riesce piu a passare. E come se il sistema bloccasse il segnale
in uscita; in uscita a regime non si osserva nulla.

Quindi B, & la banda passante a 3 dB, ed e collegata alla rapidita di risposta.

Il secondo parametro caratteristico & il modulo alla risonanza, M, che il rapporto
fra il modulo massimo e il modulo a frequenza zero.

M

r

Notare che il fatto che il modulo vada a zero al crescere di w, della frequenza,
vuol dire che non c’é legame diretto tra ingresso e uscita, questa € una caratteri-
stica di tutti i sistemi fisici.
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Lezione n. 9 ANALISI NEL DOMINIO COMPLESSO
DEI SISTEMI A TEMPO CONTINUO

Prof. Salvatore Monaco
41°25”

Introduzione
Calcolo della risposta in evoluzione libera
Calcolo della risposta ad ingressi canonici

» Larisposta a regime permanente ad ingressi polinomiali

* Larisposta indiciale
« Tempo di salita e sovraelongazione
* Legami con il comportamento in frequenza

Introduzione

La lezione di oggi € dedicata a continuare 'analisi dei sistemi lineari stazionari a
tempo continuo nel dominio della variabile di Laplace.

Il calcolo della risposta

. La risposta in evoluzione libera nel tempo e calcolabile
x(t) =7 "[X/(s)] come I'antitrasformata della risposta in evoluzione libera
nel dominio della variabile di Laplace.

Nel dominio della variabile di Laplace, la risposta in evo-

XI(S) =0 (S) Xo

luzione libera & X(s) = ®(s)x

0"

d(s) & la matrice di transizione in s ed & uguale a (sl-A)™.

PRESENZA DI ZERI
COMPLESSI IN m(s)

n=3 A,0 +jo ,0—-jo

(sI-A) =

R . R.+Ry R, jR,

s-A s-o-jo s-o+jo

g Rc = Ra\"'J Rb
R, € il residuo complesso
associato al primo autovalore

R, *JR,
matrice residua 3x3 di numeri complessi
associata all’'autovalore a + j w

R, -JR,, la coniugata di R, + R,

PRESENZA DI ZERI COMPLESSI

IN m(s)

Con riferimento alla situazione che
stiamo studiando, semplificata per non
appesantire la trattazione con indici e
con pedici, abbiamo la matrice A sem-
plice, con n = 3 e quindi supponiamo di
avere un’autovalore reale e una coppia
di autovalori complessi coniugati, (sl-
A)" pud essere scritta come riportato
a lato.
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Moltiplicando a destra per x,, uno stato inizia-

Rx0 =cCcu
le, otteniamo RxO =cu

2R (s-a)-2R,@  _
0 =

(S—OL)2+ o>

m((s - o) senp+o cose) u

(s—on)2+ coz

m((s - a) cosp-0 senp )u,

(s—oc)2+ o>

L'espressione finale ottenuta deve essere antitrasformata per restituirci 'espres-
sione che abbiamo calcolato nel dominio del tempo.

La risposta forzata nel tempo x(t)
x¢(t) =i1 [X«(s)] |4 risposta forzata € I'antitrasformata della risposta for-
zata nel dominio della variabile di Laplace.
La risposta forzata nel dominio della variabile di Lapla-
ce & H(s) U(s), ovvero la trasformata di Laplace della
matrice delle risposte impulsive nello stato moltiplicata
per la trasformata dell'ingresso.
Questa & una semplificazione fondamentale quando si studiano i sistemi.
L'integrale di convoluzione diventa un prodotto di matrice per vettore.
Occorre dunque calcolare la trasformata dell'ingresso, cio€, data una funzione del
tempo, dovremo calcolare la trasformata dell'ingresso.

La matrice H(s) & (sl-A)'B.

X¢(s) = H(s) U(s)

Poi dobbiamo calcolare le trasformate

U(S) — ? dell’ingresso, U(s).
Per calcolare le trasformate dellin-
- tabelle gresso si puo ricorrere a delle tabelle,

molto spesso si puo fare riferimento al
fatto che I'operazione di trasformazione
€ una operazione lineare e quindi se,
come spesso accade, partiamo da fun-
u(t) = X fi(t) U(s) = 2y Fi(S) zioni nel tempo che sono combinazioni

lineari di funzioni di cui conosco la tra-
sformata, allora la trasformata di Laplace della funzione iniziale, dell'ingresso u(t),
e uguale alla stessa combinazione lineare delle trasformate delle singole funzioni.
Nell’esempio la combinazione lineare &€ una sommatoria.

= come composizione
di funzioni semplici

P s Pt P Pt P P P o P P P P o P P P P P P P P P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P P P
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Trasformate di funzioni semplici Le trasformate di funzioni SempIiCi
considerazioni

u(t) =8(t) o U(s) =1 La trasformata dell'impulso &(t) € uguale
u(t) =8_,(t) —> U(s) = 1/s a.
La trasformata della funzione gradino

u(t) = sen(ot) 8‘1(t) unitario d_(t) & uguale a 1/s [calcolo vd. 06'317]

S y(s) = 0/(s%+02)
u(t) = cos(mt) d_,(t)
U(s) = s/(s2+m?2) /

\o
due proprieta importanti -$ f,'
utili per il calcolo di molte altre funzioni o _e:d t7l ( ¢ } d t
-
L7e* f(t)] = F (s - a) / v T /
da cui possiamo dedurre io : /
u(t) = e*t3_4(t) > U(s) = 1/(s-a) ..[c,.:) 1%
e e AC
% /l
F(s-x)

teorema della traslazione

J[f(t-T)] = F (s) %7

Sopra, la seconda proprieta, per cui la trasformata di Laplace di una funzione
traslata a destra di T istante di tempo, € uguale alla trasformata di Laplace della
funzione f(t) non traslata moltiplicata per eS".
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Questo vuol dire, che ritardando una funzione nel tempo, nel dominio della varia-
bile di Laplace, cioé nel dominio della variabile complessa, 'operazione da fare
su questa funzione & quella di prendere la sua trasformata e moltiplicarla per e".
Questo € un risultato che va sotto il nome di teorema della traslazione.

La traslazione é a destra. La verifica &€ semplice, si tratta di applicare la definizio-
ne della trasformata di Laplace.

(¢) ‘L\ _ o Syt
f - /%[é-'f)ﬁsdf
A l/\"\’ ° Lot z o t= 3T

= (ol
en) 2 NS
Z($E0) 0 N = TFG) v

Questo risultato & importante perché ci permette di calcolare la risposta a ingressi
che sono traslati. Molto spesso gli ingressi sono sommatoria di ingressi elemen-
tari in funzione del tempo che sono traslati gli uni rispetto agli altri.

In esempio, sotto, si vuole calcolare I'uscita di un ingresso come da figura, in cui
I'uscita vale 1 fino al tempo T = 1, poi vale 0.

Questo ingresso puod essere scritto come la somma di due ingressi, uno ¢ il gra-
. dino unitario da 0 in poi,

,U-(é) 5 2‘ Ay [é) uno & il gradino unitario

> ingresso iniziale negativo traslato di 1
A _,.' che vale -1 da 1 in poi.

La somma delle due

3 ‘7‘6 funzioni da lingresso
Il iniziale.

Poiché sappiamo fare la

(H trasformata di Laplace

somma di due ingressi 1 di entrambe le funzioni,

gradino sappiamo calcolare la
? [é trasformata di Laplace
8:, ") dell'ingresso dato
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Se U(s) & una Quindi la risposta forzata € facile da calcolare

funzione razionale se la trasformata della funzione d'ingresso &
ugs una funzione razionale, in particolare se una

Y:(s) & una funzione razionale che, moltiplicata per la fun-
funzione razionale zione H(s) che & anch’essa una funzione ra-
JL zionale strettamente propria, da vita ad una

Y¢(s) puo essere scritta in funzione razionale strettamente propria, Yf(s),
frazioni parziali allora possiamo fare una espansione infrazio-

1 ni parziali di Yf(s) e essa puo essere facilmen-

Y:(s) puo essere facilmente te antitrasformata.
antitrasformata

Ne vedremo una applicazione nella risposta ad ingressi canonici.

UNA CLASSE PARTICOLARE La risposta ad ingressi canonici &

DI INGRESSI una particolare classe di ingressi,
nella forma riportata a lato, che € un

u(t) = t/k! 8_4(t) = d_+1)(t)  ingresso canonico di ordine k.

k=0 _Per k = 0 otteniamo la funzione gra-
u(t) = o0.4(k) dino unitario, cioé la funzione che
' ” vale 0 finoa 0, 1da 0 in poi.
Per k = 1 otteniamo la funzione a
rampa unitaria, che vale 0 fino a 0,
t da 0 in poi, € in sostanza una semi
retta di coefficiente angolare 1.

Per k = 2 otteniamo la funzione rampa parabolica, che & una parabola centrata
nell’origine.

u(t) ys(t)
o(t) —> W(t) Indicando con W, la risposta forzata all'in-
d_1(t) - W_,(t) gresso a gradino, quindi all'ingresso cano-
. nico di ordine zero (per come lo abbiamo
8_(t) W_,(t) definito), e cop W, 'Ia rls.posta forzata all'in-
gresso canonico di ordine k - 1, legando,
dku(t) per convenzione, il k alla potenza di t, vale

t
ye(t) = j W_, (t-1)
0

dt una proprieta come riportato a lato.

La funzione u € una funzione di ingresso ad
un tempo generico, funzione regolare e derivabile.
Il prodotto dell’integrale € tra la risposta forzata all'ingresso di tipo k - 1 e la deri-
vata di ordine k della funzione di ingresso.

dtk
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48~ (¢) Questo & importante anche in funzione del fatto che
S 1 gli ingressi canonici sono ottenuti tutti uno per deri-

2
% - vazione dell’altro.

1 L'ingresso canonico di ordine 1 (semiretta) & otte-
nuto per derivazione rispetto al tempo dell’ingresso
canonico di ordine 2 (parabola).

A ?_ -~

—_ % Vn 1= € Vaq (¢) Gli ingressi canonici sono ottenuti dal livello supe-

aé riore al livello inferiore per derivazione, e dal livello
inferiore al livello superiore per integrazione.

Lot d,(08)

at

Se siintegra il gradino si ottiene la rampa, se si integra la rampa si ottiene la ram-
pa parabolica, e cosi via.

La risposta forzata y(t) pud essere scritta

E
‘)“-’UF/ W%e )4 dr come l'integrale da 0 a t della convoluzione
0

T tra la risposta impulsiva W(t - t) moltiplicata
per I'ingresso u(t), indt.
“ < Se invece di avere la risposta impulsiva, si ha
£-2) d u ) de W (t - 1) allora l'integrale di convoluzione da
= | W4l — 1 |
‘J (b)= 1 A 0 a t deve essere fatto come segue: siccome
"F I'ingresso canonico di ordine 1 & l'integrale

0 . . . . .
Fam della risposta impulsiva, la convoluzione vie-

€ d.tﬂt?) ne fatta con la derivata rispetto a t in dt. Que-
/ W a (¢2) "=  staeancorala risposta forzata.
(/]

43
Se ora si avesse la W, si dovrebbe fare I'in-
tegrale della W, nella derivata seconda di u(t) fatta rispetto a t due volte (t?) in
dt ... e cosi via.

E per questa ragione che gli ingressi si dicono canonici, perché al pari dell'ingres-
so impulsivo la loro risposta forzata € un modello del comportamento forzato.

Facendo l'integrale di convoluzione della loro risposta forzata con una opportuna
derivata conseguente della funzione di ingresso si ottiene la risposta forzata.

Le risposte forzate a questi ingressi sono risposte forzate particolari, hanno le
stesse caratteristiche, se vogliamo, in qualche misura, della risposta impulsiva.
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d
E(t O_1(t)) =d_,(t)

~_~

LLS_1(Y)]=s L[t d_,(t)]-(t d_3(t) )0

~_~

LIt d_;(t)] = 1/s?
e1/s ~qu4'1Zd'
|

Teorema della derivazione

Vediamo come si calcolano le trasfor-
mate degli ingressi canonici.

Quello che dobbiamo calcolare € la
risposta forzata a un ingresso cano-
nico di ordine k.

Dobbiamo metterci in condizioni di
calcolare la trasformata di Laplace
della funzione d’ingresso, e per fare
questo facciamo le seguenti osserva-
zioni: la derivata rispetto al tempo di t
per O_(t) e &_(1).

Quindi posso scrivere la trasformata
di Laplace di tale funzione applican-
do il teorema della derivazione, per

’
(‘él =S F(S) - 0) cui la funzione é s volte la trasforma-
ta di Laplace della funzione F meno

P Pt P Pt P Pt Pt P Pt P

d d
E 8—(k+1)(t) = E tk/k! 6_y(t) =

= tlk-1) /(k=1)1 §_;(t) = O_, (t)

~_

LIt f(k=1)1 6_4(t)]= ... = 1/sK

u(t) = 3_(y1)(t) —> U(s) = 1/sk+!

<>

Yi{(s) = W(s) U(s) = W(s)/sk+1

(s)
Ye(s) = =
d(S) sk+1
a a Fh
L bt 4
gk+1 s h S—s;

la funzione f in O.

P Pt Pt Pt P P P P Pt Pt

Ragionando allo stesso modo, sicco-
me la derivata rispetto al tempo della
funzione 6_(k+1)(t) € uguale alla deri-
vata di t/k! d_(t), allora vale l'identita
mostrata a lato e quindi la trasforma-
ta di Laplace, in sostanza dell'ingres-
so canonico di ordine k - 1, & uguale
a 1/sk.

Quindi la trasformata di Laplace dell’in-
gresso canonico di ordine k & 1/s¥1... e
cosi via.

Quindi la risposta forzata Y (t) all'ingres-
so canonico di ordine k, t¥/k!, & uguale a
W(s) U(s), ovvero W(s)/s**'.

Pensando a tutti i sistemi che hanno una
sola uscita e un solo ingresso, la W(s)
€ un rapporto di polinomi, con il grado
del denominatore maggiore, o eventual-

mente uguale (se c’€ un legame diretto ingresso-uscita), di quello del numerato-
re, quando moltiplichiamo per 1/sk*! otteniamo un polinomio di grado maggiore.
Possiamo fare I'espansione in frazioni parziali che ci conduce ad un’espressione
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come riportato in figura.

Mm(s)
(-5) -+ ($-50) Xl

Fh
S-S

ag a
Yi(s) = — - ot +
S S h

antitrasformataQ.
Lk —

yf(t)= [aoF+---+ ak] 8_1(t) -+

y(t)

vty — ¥ zh:rh e 8_y(t)

A lato I'espressione che si ottiene fa-
cendo l'antitrasformata. Il termine a /s*’
diventa a t'/k!.

Se ora ci mettiamo nelle condizioni in
cui il sistema garantisce I'esistenza del-

la risposta a regime permanente, quindi la parte reale degli autovalori del sistema
deve essere negativa, allora, a maggior ragione, gli zeri del denominatore della
W(s) saranno a parte reale negativa. Questo perché gli zeri del denominatore
della W(s) sono un sottoinsieme degli autovalori.

In sostanza questo significa che gli sh sono numeri a parte reale negativa.

Se la parte reale di tali numeri & negativa al crescere del tempo queste funzioni
vanno tutti a zero, quindi al crescere del tempo tutta la parte nella sommatoria se

ne va.

La parte persistente della risposta € quella che rimane.

Quindi quello che abbiamo scoperto € che la parte che va a zero € la parte transi-
torio della risposta, mentre la parte che rimane € la parte a regime della risposta.
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tk La risposta a regime permanente ad
y.(t)= [aoﬁ+---+ ak] b_1(t) ingressi polinominali
riportata a lato

= W(0) = K Questo significa che, in risposta ad un
ingresso che & un polinomio omoge-

d(S) gk+1

s=0 nea di ordine k, ovvero t¥/k!, abbiamo

1 dh in risposta ancora un polinomio di or-

=7 geh W(s) per h =0,...k dine k, nel quale compaiono anche le
s=0 potenze di ordine inferiore.

La risposta & quindi dello stesso tipo
dell'ingresso, la parte persistente € dello stesso tipo dell’ingresso.

| coefficienti di questo polinomio sono calcolabili facendo I'espansione in frazioni
parziali.

In particolare il primo, a,, coincide con la W(0) = K. Questo termine si chiama
guadagno.

Gli altri termini possono essere utilizzati calcolando I'espressione riportata a lato.
Tale termini coincidono con lo sviluppo in serie di McLaury della funzione W(s) nel
punto intorno a 0.

P s Pt Pt Pt Pt o Pt P P P Pt P P P P P P Pt P P P P P P P P P Pt P P P P Pt P Pt P P Pt P Pt P P P P P P P Pt P Pt P P Pt P

> Ad un ingresso &_, (t) Abbiamo dunque scoperto che ad un in-
corrisponde in uscita, gresso di ordine k - 1 canonico corrispon-
a regime, un polinomio de in uscita, a regime, un polinomi di ordi-

di ordine k-1int nek-1int.

> Ad un ingresso polinomiale Se immaginiamo di dare un ingresso che
int corrisponde in uscita, non sia di tipo canonico, ma che sia una

a regime, un polinomio combinazione lineare degli ingressi cano-
dello stesso ordine - s . : :
nici, definibile come un ingresso polinomia-
le in t, allora, ad un ingresso polinomiale in
t corrisponde in uscita, a regime, un polinomio dello stesso ordine. Questo perché
alla combinazione lineare degli ingressi corrisponde la combinazione lineare delle
uscite. Si ricorda che stiamo parlando di una risposta a regime permanente che
€ una parte della risposta forzata € quindi vale senz’altro per questa parte la so-
vrapposizione degli effetti.
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La risposta indiciale

u(t) =8.4(t) —> ye(t) = W. La risposta indiciale € la risposta all’in-

1 1(t) gresso a gradino.
/\ In base all’espressione precedente tale
= 7 risposta tende a regime ad un valore co-
stante.
La risposta a regime ¢ il guadagno del si-
stema, la W(0).
- >t Gli andamenti possibili della risposta for-
due possibili andamenti
zata sono due, uno partendo da sotto e
I'altro facendo una specie di oscillazione,
dopo essere passato sopra il valore a regime.

W(0)

Parametri caratteristici Parametri caratteristici
. Ai due andamenti sopracitati corrispon-
Tempo di salita: t, dono due parametri caratteristici.
tempo per salire a W(0)

W0 Il primo € il tempo di salita, ts. Esso &
(0) - il tempo per raggiungere W(0), nell’an-
tempo per salire da 0,1 qamento di tl‘p(’) oscﬂllatorlo. Sg |n\{ec§

a 0,9 di W(0) I'andamento € I'altro, il tempo di salita e

il tempo per andare da 0,1 a 0,9 di W(0),
il valore di regime.

Il valore di regime non viene mai raggiunto se non all'infinito.

>

Il secondo parametro caratteristico & la sovraelongazione, s*. E il coefficiente
che rende conto di quanto siamo andati al di sopra del valore di regime quando
I'andamento € del tipo oscillatorio. Tale parametro € definito come il valore mas-
simo meno il valore di regime diviso il valore di regime, cioé rapportato al valore
di regime.

Sovraelongazione: s* In altri termini € il numero come rappresentato a lato.

1+s* = max{W(t)} / W(0)
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Collegamento della risposta indiciale con il comportamento in frequenza

Esaminiamo un circuito RLC gia esaminato in prece-
denza.

L'ingresso € la tensione dell’alimentazione e l'uscita &
la quantita di carica sul condensatore.

La funzione di trasferimento ha I'espressione della Y(s).

u(t) = v(t) = y(t) = q(t)

C
Y(s) = 5 U(s)
1+sRC+s?LC

R=L=C=1

wW(0)=1 s

A lato la rappresentazione della risposta indiciale.

Parametri caratteristici

in frequenza:
M(®)

Mmax = = = =
M) —
0,707 M(O)L - - —————— -2
J

B3

e collegata alla rapidita
di risposta

M

tiene conto di una particolare
reattivita a sollecitazioni in un
certo intervallo di frequenze

r
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 [W(i®) |48

'3dB

Per una vasta gamma di sistemi valgono le

1+s*= 0,85 M,
relazioni di questo genere.

My(t) = u(t) -k y(t) |loam u(t)
kI

Ms2Y(s)=U(s)-kY(s) 4
0 Y

W(s)=1/(Ms2+k)

u(t) /\v(t) /\
\/

perM= k=1

M 's(t) + k s(t) + a s(t) = f(t) + Mg

Q)l@ ks = Mg

x1(t) Y L x4(t) 0
. = t
(1) _ﬁ _% xz(t)+ ﬁ u(t)
y(t)=[1 0 ) [*xa1(t)
x5(t)
0
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Lezione n. 10

Prof. Salvatore Monaco
46°00”

* Introduzione

* Funzione di trasferimento: rappresentazione
» Rapporto di polinomi
» Poli zeri
* Forma di Bode

* | diagrammi di bode

» Termine costante

» Termine monomio

» Termine binomio

» Termine trinomio

Introduzione

LE RAPPRESENTAZIONI GRAFICHE DELLA RISPOSTA ARMONICA

Questa lezione € dedicata alle rappresentazioni grafiche della risposta armonica.
La risposta armonica & la funzione di trasferimento calcolata per s = jw.

Essa ha un significato fisico nel momento in cui esiste la risposta a regime per-
manente, cioe per i sistemi per i quali gli autovalori hanno parte reale negativa.

Premessa

=2 M(o0) e §(0) caratterizzano
il comportamento in frequenza

= Nel loro complesso descrivono
il comportamento dinamico

RAPPORTO DI POLINOMI

W(s)= C(sl-A) 'B+ D =

n,(s) b+ ....+ b _s™
d(s) as+ ... +a s"i+ s
0 n-1
ms_n

M(w) e ®(w) caratterizzano il compor-
tamento in frequenza, nel senso che, w
per w, ci dicono come vengono modi-
ficati il modulo e la fase di un segnale
periodico puro che transita attraverso il
sistema e ne guardiamo la risposta a re-
gime permanente.

Esse, nel loro complesso, descrivono |l
comportamento dinamico forzato del si-
stema.

Le rappresentazioni della W(s), per in-
gressi ad un ingresso e a una uscita, i
concetti valgono anche per sistemi con
due ingressi e piu uscite, applicando-
li ad ogni elemento della matrice delle
funzione di trasferimento.

La funzione di trasferimento W(s) & il
rapporto di due polinomi, il numeratore
ha grado m, il denominatore ha grado
n. Il grado del numeratore € minore o

uguale al grado del denominatore, € uguale solo se la matrice D € non nulla. Se

D é nulla allora m & uguale al piuan - 1.
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La funzione W(s) deve essere calcolata per s = jw, andando a vedere come varia-
no il modulo e la fase di un rapporto di polinomi, quando al posto di esse mettiamo
jw.

Ci sono sistemi che vengono progettati sulla base di variazione del modulo e della
fase.

POLI - ZERI POLI-ZERI

A partire dalla rappresentazione dei polinomi passiamo

ﬁ( -z) ad una rappresentazione come raffigurata a lato, al fine di
W(s)= Kk’ iz1 " passare ad una rappresentazione grafica.

II(s-p. Un generico polinomio P(s) pu0 essere rappresentato in
i=1 " una forma fattorizzata, con i p, che sono gli zeri del poli-
nomio e che possono essere numeri reali oppure numeri

N (5) complefs.si coniugati‘.. | N
W(S) = Il coefficiente k’ sara il rapporto tra il coefficiente del

A s) numeratore con il coefficiente del denominatore.

La W(s) & una rappresentazione di poli-zeri di una
PCS Y funzione di trasferimento generica e corrisponde alla
T fattorizzazione di polinomi al numeratore e al deno-

minatore. Gli z (detti zeri) e i p, (detti poli) potranno
L (S‘Pl) ce s [s -P') essere numeri reali oppure complessi coniugati.

W (s-p)

FORMA DI BODE Nel distinguere le coppie di complessi co-
niugati al numeratore e al denominatore

abbiamo un’espressione fattorizzata del
I1(s-z ) H(sz+ a' s+ bl) tipo chiamato forma di Bode.
k’ Al numeratore, a sinistra sono stati lasciati
s"TI(s-p,) II (32+ a, s+ b,) dlizerireali e adestra sono stati messi gli
zeri complessi coniugati.
Al denominatore, a sinistra sono stati la-
sciati i poli reali e a destra sono stati messi i poli complessi coniugati, di cui sono
state le moltiplicazioni generando polinomi di secondo grado.

Notare che gli zeri e i poli rappresentano entrambi i valori per cui rispettivamente
il numeratore si annulla e il denominatore si annulla, per convenzione vengono
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chiamati in modi diversi.

Il termine s" corrisponde alla presenza di un certo numero di poli e di zeri in zero,

per cui r sara I'eccesso dei poli rispetto agli zeri in zero.

T’ =-1/12

II(1 + st H[‘ + 2%",S+ -

O p

k

2
s' 1‘[(1 +s1)II [1 + 2%3+ 32] Facendo questo arriviamo ad una
n espressione fattorizzata come a lato ri-
portato, che € un’espressione fattoriz-

=-1/p

®n

zata di Bode.

re rappresentazioni in forma grafica.

W, =

.j:

— = te la funzione di trasferimento.

2 2
b 0( +W Il guadagno k del sistema € quel valore a cui tende
la risposta in regime permanente quando l'ingresso &
-—__OL. un gradino unitario. In questo caso tutti gli autovalori

Ww hanno parte reale negativa.

si ottiene k.

Quando non esiste la risposta a regime permanente, k € comunque definito ed ¢ |l
valore che si ottiene quando si calcola la W(s) in s = 0 avendo avuto I'accortezza
di eliminare prima i poli in zero e questa & la definizione di guadagno quando non

Nella espressione, al denominatore, i poli hanno dun-
que parte reale negativa, i T e i ¢ sono tutti positivi, r = 0 in quanto non ci possono
essere poli zero perché tutti gli autovalori hanno parte reale strettamente negativa
ed effettivamente k tende al valore della risposta a regime. Quindi andando a cal-
colare la W(0), che ¢ il valore a cui tende la risposta a regime all’'ingresso gradino,

esiste la risposta a regime permanente.

Quando invece esiste la risposta a regime permanente questa coincide anche

fisicamente con il valore a cui tende la risposta all'ingresso unitario.
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Introduzione di parametri, gli stessi pa-

rametri introdotti quando abbiamo par-
s2 | lato degli autovalori complessi e coniu-
@ ] gati, la pulsazione e lo smorzamento.

A partire da questa potremmo realizza-

In tale espressione si distinguono quattro tipi di ter-
— mini: un termine costante k che viene definito il gua-
dagno del sistema, un termine detto monomio a una
certa potenza (s'), un termine binomio, un termine tri-
4 ]' w nomio.

Prodotti di questi termini caratterizzano univocamen-



Rappresentazioni di M(o) e &(o) !diagrammidi Bode

rispetto a o in scala logaritmica | diagrammi di Bode sono rappresen-
tazioni del modulo della fase della ri-
sposta armonica e quindi della W(s)
calcolata in s = jw, rispetto ad una

10
0 1 T 100 e
\ ( ® scala logaritmica.
-1 1
\ ’ i

A

L'uso della scala logaritmica corri-

o Sponde ad una compressione sempre

in scala logaritmica in base 10 maggiore allaumentare di w, per va-

lori di w maggiori di 1. Viceversa espande tutta la scala tra O e 1, perché il logarit-
mo di0.1e-1,di 0.2 &-2, di 0.3 e -3 eccetera.

M (o) = 20 log M(®) Il modulo, nei diagrammi d| Bc.)dez vie-
dB 10 ne rappresentato con unita di misura
dB sull’asse delle ordinate.

Cioé il modulo viene rappresentato
. . ig+id . : .
W (jo) W (jo)=M (o) Mz(‘”)el *1%2 come 20 volte il logaritmo in base 10
@ del modulo.

La fase viene rappresentata da in gra-
2db di o radianti secondo una scala usuale.

@(o) in gradi o radianti

(W,W,| =M, + M

D= ¢1+ (Dz
Il modulo viene rappresentato in dB
perché risulta comodo nel tracciare i diagrammi di Bode.
Infatti avendo due funzioni di trasferimento W, e W.,, il loro prodotto avra una sem-
plice espressione.

Il modulo del prodotto saranno la somma dei singoli moduli, per la fase vale gia
questa cosa. Questo &€ molto utile nella funzione di trasferimento.

M(w) La scala ¢ logaritmica sull’ascissa ed € normale
d8  sull'ordinata.

(@)

gradi

10° 2 3 10' 20 30 10°

La scala ¢ logaritmica.

Gli intervalli sono detti decadi

e sono relativi a intervalli

che corrispondono a due frequenze
che sono nel rapporto di 10:1.
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Abbiamo visto che la funzione di trasfe-
rimento € il prodotto di quattro tipi di ter-
mini.

= 1l modulo e la fase di un generico
W(jo) possono essere calcolati
facendo la somma dei moduli

e delle fasi dei singoli fattori Quindi possiamo applicare questo prin-
cipio anche nella costruzione delle rap-

k costante = _ _

jo monomio  Presentazioni grafiche della risposta ar-

{4 bi . monica. Sapendo tracciare gli andamenti
+ JOT inomio

o, di questi quattro tipi di termini, le somme
2£im+“ﬂ) trinomio ¢ |e differenze degli andamenti di questi

@, o3 termini, potremo calcolare I'andamento
della risposta armonica.

1+

Per ognuno di questi termini analizziamo il diagramma del modulo della fase.

costante, k

k positivo
Per il termine k costante, per k positivo,
20 10940 (|KI) M( ®) il modulo e 20 log, ,(|k[); la fase € nulla.
d8  Quindi gli andamenti di modulo e fase,
2 in questo caso, sono quelli riportati a
0 ¢( ®) lato.
rad
=T/ 2
10 -2 100 102

costante, k
k negativo

Per il termine k costante, per k negati-

20 logqg(IKI) M(o) VO il modulo e 20 log, (|k|); la fase & -1.
dB
0
- o(@)
rad
-2T
10-2 100 102

Le rappresentazioni grafiche della risposta armonica- 5 / 14 - Lezione 10



' ; A .
> il suo modulo é:
W= e

monomio, jo

1o

[
40 ! s
20 ' \__/ : 4
. ' ________ M(®) sullascisse c'¢ il log, w,
.20 1 dB K\/ la taratura & in w, ma
.40 : la scala & logaritmica,
i _ quindi MdB & una retta
I W= W )‘ del tipo y = mx
W2 L () (\\
1 rad AP a l
y TJCV C O Q.
10 -2 100 102 20

Per il termine monomio jw, il modulo € una retta. In y = mx, x € la scala corrente
e 'ampiezza unitaria é la decade, quindi quello che otteniamo per il monomio &
una retta, con pendenza 20 dB per decade, rispettivamente m e x. Quando w =
1lay e nulla.

Per quanto riguarda la fase, jw € un numero che sta sull’ordinata e la fase e /2.
Quindi |la fase e costantemente 11/2 per ogni valore di w sull’asse immaginario.

1/ jo Per il termine monomio al denominatore, esso
e una retta, con pendenza -20 dB per decade.

[

40 = !

20 \i La fase, pari alla fase del numeratore meno la
Lo ;t Mg:)) fase del denominatore, & -11/2 costantemente.
.40 :

I
1
-T2 : h(®)
1 rad
L]
10 -2 100 102
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4+fwt
Hap = ZOL;)“ \' 4w et

Z' per w piccolo

wlel¢d. W < l—le' Per il termine binomio 1 + jwt, il modulo

e ha un certo andamento, rappresentabile
o ;. per w grandi e per w piccoli.
ng = 9 blo 4 =0

Wel 24

| 2,1
Hap L) 610 "(*HJ 2

May & 204 W (¥

T
W + )i llh ‘ I
lo
+ costante
%.P

_ 20

()

x

h= W

22
Wisalk we = |

121
Hau; % Llloﬁ Fa

binomio, 1 + jo=<

T/ 2 -:/—
1
AP =—=———— - T T T T ¢( O)) .
/. rad Andamento del modulo A+)We
0 [l

1717 al variare di w. E’ detto
o =acly W
andamento asintotico. é)
La correzione massima si ha nel punto di rottura, per w = 07 %0 (comenel caso rappresentato)
1/]]. -

Andamento della fase al variare di w, che & in ascissa.

Al variare di t, modulo e fase non variano, ma si spostano in frequenza, verso
destra o verso sinistra.
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In esempio t, € positivo, se t & negativo il modulo rimane lo stesso, ma la fase
diventa I'opposto e va da 0 da 11/2.

P s Pt Pt Pt Pt et Pt P Pt Pt Pt Pt Pt P P P Pt Pt Pt P o Pt Pt P Pt et Pt Pt P P

Il modulo del termine binomio al denominato-
------- re ha un andamento opposto a quello al nu-

M(®) meratore.
dB

L'andamento della fase e 'opposto a parita di
d(w) valoridit.

rad

s s Pt P P P P P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P P P P P P Pt

L’andamento del trinomio al denominatore.
w dipende da { e da w .

M(®) : :
a8 Modulo, trattato di seguito.

Fase, & un’ arcotangente.

L'espressione & del tipo:

1/ (142 5 jm+(%2)

m n )

n

d'\ouﬁ_% bSlo @»yf Q‘L@Z

Wy Wy *

\tléi Notare che | ¢ | < 1

W < LW h Se w << w_allora sotto la radice abbiamo termi-

ni molto piccoli, quindi trascurabili, quindi il mo-

H " 29 (, i =0 dulo asintotico M € circa uguale a201g,, 1 = 0.
dﬂ A S lo
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Quindi in questo caso I'andamento € dominato dalla retta a 0 dB.

Se w >> w_allora sotto la radice abbiamo un w alla quarta potenza, dominante su
tutti gli altri termini, facendo i calcoli troviamo che M ; e circa 40 1g,,w - 40 1g, w..

W7 Uy,

2
n_ b
W
" —
H"w % l{oblo Wiy

=0 L'J{o W Rl A

« o\ 2
Tutto questo & relativo ad un termine del tipo 9 / ( 142 Q jo+ (% )
Quello che otteniamo € una retta del tipo ®n ®
y=-40x +q, in cuiq = Ig, X

n

Abbiamo cioé una retta che ha penden-

-— N za 40dB per decade e interseca 'asse

H L Z{O b - a 0dB nel punto w = w .
dBb ~ e Wu , U : )
L’andamento & asintotico come riporta

:L{O LO‘S W to in figura.
R AN

w
+ holy, ™

t)-; -4o X(_-l-?
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®. ¢© detta pulsazione

n di risonanza
per C uguale a zero il modulo
diventa infinito e la fase salta
da zero a _ TC-

trinomio

d(®)

rad

Per un termine trinomio al
'andamento del modulo é I'opposto.

L'andamento dellafase étraOe +1mmse ¢ e
positivo, tra 0 e -1 se ¢ & negativo.

w_ € una frequenza interna del sistema.

Questo per un termine trinomio che sta al
denominatore con uno ¢ positivo.

Se ¢ € negativo, 'andamento del modulo
non cambia, 'andamento della fase & op-
posto, cioé la fase varia fra 0 e +1r.

numeratore

Pt P Pt Pt Pt Pt P Pt P P P Pt P Pt P P P P P P P P P P P Pt Pt P Pt P P P P Pt P P P P Pt P P P P Pt P Pt P Pt Pt P Pt P Pt Pt P

mLG.(.t) + mg sin[B(t)] +

+ k10(1) = u(t)

Forza
esterna

Forza
d’attrito

mg cos0O

m Ié(t) + mg sin[B(1)] +

+ k10(1) = u(t)

X, =0 x,=0()
)21=X2
i2=—g X1—L X2+—1U
I m m |

Se consideriamo un sistema pendolo,
conosciamo la sua caratterizzazione e
il suo modello matematico.

Se consideriamo come ingresso la
forza agente come uscita I'angolo di
oscillazione abbiamo modello lineare
che conosciamo la funzione di trasferi-
mento Y(s) & del tipo riportato in figura,
verificabile facendo i calcoli.
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mg

Y(s) = U(s)

1+ kl/mgs+ I/ gs?

. (jo)?
k / (1+2Enlm+oa_ﬁ )
2£= kl1/ mg 12=|/9
o, ®2
mg
w(s) =

1+ kl/mgs+ 1/ gs?

La funzione di trasferimento Y(s) & esatta-
mente del tipo riportato a lato, con k al nu-
meratore.

Valgono pertanto le uguaglianze a lato.

Se, per esempio, si fissano opportuni valo-
ri, si puod verificare 'andamento del modulo
e verificare la presenza della risonanza.

Si ha risonanza quando il termine centrale
al denominatore é piccolo, quindi quando
ad esempio k, che rappresenta I'attrito vi-
SCOs0, € zero.

La risonanza conduce ad amplificazione di
modulo, quindi per amplificare le oscillazio-
ni di un’altalena (il pendolo) dobbiamo ali-
mentare I'altalena spingendola ad una fre-

guenza che € in sintonia con l'oscillazione che € propria del pendolo che, di fatto,

caratterizza il sistema altalena.

In sintonia con le oscillazioni proprie possiamo generare delle amplificazioni, ma
questo non accade sempre, accade solo se lo smorzamento € sufficientemente

piccolo.

P s Pt P Pt P P Pt P P P P P P P P P P P P P P P P P P Pt

Pt P s Pt P Pt P Pt P o P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P Pt P
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Un ulteriore esempio che avevamo visto era quello dello smorzatore, che € un
sistema rappresentabile con delle equazioni analoghe al precedente. Abbiamo
ancora una volta un andamento del tipo riportato a lato per valori piccoli dello
smorzamento.

M s(t) + k s(t) + a s(t) = f(t) + Mg

\IE ks = Mg

M'h(t) + k h(t) + a h(t)

f(t)

o

xq(t) 0 1 fxyn
. = t
X2(t) _ﬁ _ % xz(t) + ﬁ u(t)

y(t)y = (1 0 ) [*x1(1)
xa(t)

k
Y(s) = U(s)
1+ a/ks+ m/ks?

k/ ( 1+2 %ﬂjm”@%z )

2Q_=a/k 1—2=k/m
O ®,

k

w(s) =
1+a/ks+ m/ks?

: \ M( o)
1 dB
1

1

d( @)

rad

P s P P P P P P o P P P P e P P P P o P P P P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P Pt P
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In conclusione, ricapitolando, abbiamo detto che il modulo e la fase di un generico
W(iw), ovvero una generica funzione di trasferimento, possono essere calcolati
facendo la somma dei moduli e delle fasi dei singoli fattori, che possono essere
costanti, monomi, binomi, trinomi.

= 11 modulo e la fase di un generico Abbiamo visto come variano i vari termini

W{(jo) possono essere calcolati in frequenza.
facendo la somma dei moduli
e delle fasi dei singoli fattori
Questa procedura pud essere usata per

!( costante  costruire i diagrammi di modulo fase di
O monomio  na funzione di trasferimento data e gia,
1+ jort binomio per comodita, espressa nella forma di
. 2
. (jo) trinomio Bode.
1+2=—]j0+ —
(Dﬂ (Dn

La funzione di trasferimento di esempio ha come costante 10, un termine binomio
al numeratore, un termine monomio (s) al denominatore, e infine un termine tri-
nomio al denominatore.

(1+0,15s) Quello che vogliamo fare & tracciare i dia-
10 . . . . ..
s (1+ 0,002+ 0.01s?) grammi di singoli termini e vedere come
50 questi si compongono, facendo le somme di
gg tutti i termini.
0 M(®)
-20 dB
-40
T/ 2
0
2 d(o)
T rad
100 101 102
(1+ 0,1s)
s (1+0,002s+0.01s?) Questo e I'andamento del termine costante
50 . | 10, il valore € 20 in quanto é 20 volte il loga-
0 N : ritmo in base 10 di 10. Poiché & una costan-
0 : : M(®) te positiva, la fase & nulla.
-20 1 I dB
-40 1 i
T 2 : :
0 : :
-TU/ 2 " : ()
- : : rad
0 0

o

1 10 2

-t

1

Le rappresentazioni grafiche della risposta armonica- 13 / 14 - Lezione 10



10

s (1 + 8,002 s+ 0.01 s2)
60 1 ]
40 : :
2 - " M(®)
0
-20 1 1 dB
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Questo &€ I'andamento del termine binomio,
T = 0.1, quindi punto di rottura 1/t pari a 10;
andamento O per bassi valori di w, 20dB per
decade per alti valori di w, piccola correzione
nell'intorno del punto di rottura.

L'andamento di 1/s, la fase & costantemente
-T1/2 perché & un termine monomio al denomi-
natore, la retta a pendenza -20dB per decade
e passa per il punto w = 1.

Andamento del termine trinomio, di cui &€ possi-
bile calcolare la pulsazione e lo smorzamento.

L'andamento ¢ a 0dB per w < w_, -40dB per w
maggiore.

La fase ha un andamento ripido, tra O e -1, poi-
ché il valore di ¢ & positivo anche se piccolo.

Infine si fanno le somme (delle pendenze delle
curve) e quello che si ottiene &€ 'andamento
complessivo.

Si osserva che se il grado del denominatore
€ maggiore del grado del numeratore, come
quasi sempre accade, il modulo va a meno
infinito in dB quando w va all’infinito. La fase
tende sempre comunque a un fattore positivo
o negativo di 11/2.
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Lezione n. 11

LA “TRASFORMATA ZETA”

NELLO STUDIO DEI SISTEMI A TEMPO DISCRETO

Prof. Salvatore Monaco
40'24”

La trasformata Z e le proprieta

Il modello nel dominio complesso

Analisi nel dominio della variabile complessa
Un esempio

La funzione di trasferimento

Introduzione

In questa lezione vedremo che anche nei sistemi a tempo discreto € possibile
introdurre una operazione di trasformazione nel piano complesso che ci consente
di condurre lo studio in quel dominio.

f(k) k [0, )
fk) T (1) 1(6)
f(&x)- 1(2)" S w5
] [ ]
@1 2 3 4 5 6 k
[ ]
(4 o

Z(H(k))= 2 f(i) 2}
i=0

¢ W, 1,
f o+ 22 =

Im(2)

—_ Z|>
Re(z) | | Pf

Qo
Z(f(k))= 2 (i) z7i = F(z)

i=0

La trasformata Z - Definizione e proprieta

Con sistemi a tempo discreto abbiamo a che
fare con funzioni che sono definite nel tempo
discreto, quindi sono definite in 0, 1, 2, 3, 4
ecc., cioé sullinsieme dei numeri naturali.
La trasformata Z & duale rispetto alla trasfor-
mata di Laplace.

La trasformata Z di una funzione & definita la
sommatoria di funzioni in i, in campioni molti-
plicate per z, i campioni divisi per z.

Se z € un numero complesso e il modulo &
abbastanza grande, allora se, anche i cam-
pioni sono numeri molto grandi la divisione
pud produrre numeri molto piccoli. Quello
che si ottiene &€ una serie convergente, da
una successione che soddisfa la condizio-
ne di Cauchy.

Si pud dimostrare che associata ad una
funzione f(k) a tempo discreto, c’é un para-
metro a, oppure anche indicato con p, un

numero reale, che definisce la regione di convergenza.
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Per tutti gli z esterni al disco si ha la convergenza, cioe la serie converge e con-
verge in una funzione di variabile complessa, F(z), che & definita all’esterno del
disco.

alcune semplici trasformate Alcune semplici trasformate
Ky 3 s, A
Z(AS) = i;‘ax' z'! = .20 (%) Trasformata Z(\¥)
= i
1 _z \
1 - % z-h serie

geometrica

<1 |z|>]|A La regione di definizione e la regione di
convergenza.

2

¥4

z-e®  Trasformata Z(e?)

Z(e* ) =Z((e?))=

|z| > | e?

Ok _ o-i0k
2j
1 . .
=57 A% - Zel%) )

_1( Z Z )_
T 2j 0 z-el® z-eli9 ' 7

Z ( sen 6k)=,Z(e )

Trasformata Z(sen 6k)

z sen@ 1z]>1

z2 - 2 z cosO + 1
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E una trasformazione La trasformata Zeta € una trasformazio-

lineare ne lineare.
Z(af(k) + b g(k)) La regione di convergenza sara la piu
piccola fra le due regioni di convergen-
& za. Quello che si chiama il raggio di con-
vergenza sara esterno al disco piu gran-
a Z(f(k)) + b Z(g(k)) de tra i dischi di convergenza associati

alle due regioni.

Teorema della traslazione Teorema della traslazione

-> inistr . . )
a sinistra Dimostrazione della traslazione

Z(f(k+1))= z F(z) — z £(0) a sinistra, k+1:

o)

o
v [

-> a destra / g(,)L CK-H)> + o)
- I

Z(f(k-1)) = F(2) / z
Ho, £,
—f(°)++~a@+ 7i Ll Cer)

]

F [?) [} !' [} :
traslazione a sinistra

Sulla base di questo vediamo la forma del modello nel dominio complesso.

P s P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P

rappresentazione nel dominio del tempo
x(k+1) = A x(k)+ Bu(k) Il modello nel dominio complesso

x(0)= X, Q Ztrasformata

z X(z)-z x,= AX(z) + BU(2) X é la trasformata Z della x.

1l

X(z) = (21 - A) 'z x_+ (zI —A) BU(2)

Espressione nel dominio della trasformata Z della X in funzione di x, e di U.
Quindi e la rappresentazione della transizione di X in funzione di x, e U.
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-1 -
(zI -A) zx,+ (ZI A)'BU(z2) ’'espressione che abbiamo determinato

deve essere confrontata con I'espressione
della transizione nel dominio del tempo a
A" X, + 2 A“"Bu 1) pa.rtlre da x, in funzione dell'ingresso u da
/ 0 fino a k.
dal confronto Questo perché l'espressione € la trasfor-
trasformata Z mata Z della Xy

della evoluzione libera

trasformata Z
della evoluzione forzata

k Ayt Quindi Z(a¥) & la trasformata Z della fun-
Z( A )= (zl A) z= @( 2) zione di transizione.
ﬂ Dato questo, applicando il teorema del-
la traslazione a sinistra abbiamo che
Z( ;'1 B) = (zI - A)-1 B Z(A<'B) & H(z), cioé la trasformata Z
della matrice delle risposte impulsive
= H(z) nello stato & H(z), ovvero la trasformata
ﬂ Z della H(k) e questo implica che la Z
trasformata del prodotto di convoluzio-
ne tra A<*' e u & uguale a H(z)U(z).

t-1 k-T-1
Z(XA " Bu(m) =
T=0
(zl = A) B U(z) = H(z)U(z2)

@ una proprieta generale:

la trasformata
di una convoluzione e uguale
al prodotto delle trasformate

La sommatoria di convoluzione, nel dominio delle trasformate Z, diventa il pro-
dotto delle trasformate delle due funzioni che vengono convolute tra di loro: la
risposta impulsiva nello stato H(z) e I'ingresso U(z).

Questo rappresenta una grande semplificazione per i calcoli in questo dominio.

Pt Pt Pt Pt Pt Pt P Pt Pt Pt Pt P Pt Pt Pt P P Pt Pt P Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt P Pt Pt P P P P P Pt Pt Pt Pt P Pt Pt Pt Pt P Pt Pt P Pt Pt Pt Pt Pt Pt P Pt P P
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Sappiamo anche trasformare
2

Z(ak)= z-a

e antitrasformare
-1

z k 0_ (k) per indicare che le funzioni che trattia-
Z ( z-a ) = a 8-1(k) mo sono funzioni definite da 0 in poi, quan-
do facciamo, in particolare, 'operazione di
antitrasformata.

potenze

Le potenze sono le funzioni elementari che compaiono nel calcolo di Ak, nel cal-
colo della matrice delle risposte impulsive, nel calcolo della funzione di transizione
e poi della trasformazione in uscita della matrice della risposta impulsiva in uscita.

La trasformata Z della funzione di uscita

y(Kk) = Cx(k)+ Du(k) Y

ﬁ Z trasformata

Y(2)=C (z1 - A) z x , +

+(C(z1 -A)'B+D)U(2)
Questa & la matrice delle funzioni di tra-
=¥(z) x, + W(z) U(z2) sferimento nel dominio complesso, che
chiameremo anche, in questo caso, la
funzione di trasferimento nel dominio complesso.

P s Pt P P Pt P Pt P P P P P o P P P P P P P P P o P P P P o P P P P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P Pt P P P P

Ricapitolando i calcoli nel dominio della
variabile complessa abbiamo quanto ri-

X(z) =@ (z) X, + H(z)U(2)

Y(z)=¥(z) x, + W(z)U(z) portato a lato.
con: 1
D(z)= (zI - A) 2

¥(z) - ¢c D(2)
H(z) = D(z)/z B
W(z)= CH(z) +D

W(z) funzione di trasferimento
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un confronto un confronto

> D (s) = (sl-A)"! > ®D(2) = (z1-A) 2

> ¥ (s) = C(sl-A)"! >¥(z)=C(zl-A) 'z

> H(s) = (sl-A)"1B >H(z)=(zI1-A)''B

2> W (s) = C(sl-A)""B+ D SW(z)=C(zI-A)'B+ D

Un confronto con 'espressione ottenute nel calcolo della trasformata di Laplace
(sistema a tempo continuo) con la trasformata Z (sistema a tempo discreto).

@ ( s) Trasformazione funzione di transizione

b4 (S) Trasformazione in uscita

H (s)
W (s)

P P Pt Pt Pt Pt o Pt P P Pt Pt P P P P P P Pt P P Pt P Pt P P Pt P Pt P P o P Pt Pt P e P Pt P P et P Pt P Pt P P Pt Pt P o Pt Pt Pt P Pt
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Analisi nel dominio
della
variabile complessa

= il calcolo delle soluzioni
=» |la struttura

E possibile calcolare
la risposta
nello stato ed in uscita
facendo i calcoli nel dominio
complesso

Calcolo delle soluzioni  per | calcolo delle soluzioni si parte dalle

(A, B, C, D, x,) matrici A, B, C, D e dallo stato iniziale x0.
X (2z) = D(z2) Xo= (2l - Az x, Sicalcola X(z), I'evoluzione libera, poi pos-
I siamo antitrasformare per ottenere x (k).
x (k)
v _ _cd Si calcola Y (z), la risposta in evoluzione li-
1(2) = ¥(z) Xo = CP(2) X, bera, poi possiamo antitrasformare per ot-
LL tenere yl(k).
y (k)
Y10, E> u(z) Per calcolare la risposta forzata dobbiamo
X (2) = H(z) U(z) = @(2)/z B U (2) fare la trasformata Z dell'ingresso, Xf(z), poi
@ possiamo antitrasformare per ottenere la
x (k) xf(k).
Y¢(z) = W(z) U(z) = (C H(2) + D) U(z)) Per calcolare la risposta forzata in uscita Yf(z)
@ facciamo delle semplici operazioni di moltipli-
y, (k) cazione, poi possiamo antitrasformare per ot-

tenere la yf(k).

La “trasformata zeta” nello studio dei sistemi a tempo discreto - 7 / 16 - Lezione 11



La struttura La struttura ®(z) € una funzione raziona-
le propria, non strettamente perché lo
D(z2) z'®(z), che € uguale a (zl - A)-1.

é una funzione
razionale propria

z-1 @(2)

e una funzione razionale
strettamente propria

221 ®(z2) = (z1-A)1 =

((z1-A))T
det({ (zl-A) )

Stesse considerazioni
del caso tempo continuo

D(z)/ z = (z1 - A) 1 La funzione ®(z) si riconduce ad essere
T

a uguale a E(z)/m(z).
(21 -4))

B d(z) ; polinomio
E(2) - caratteristico E(z) & una matrice di funzioni di variabile z

—a polinomio  cOmMplessa, che sono polinomi al piu di grado

minimo inferiore di 1 rispetto al polinomio al denomi-

fattore di d(z) che ha per natore.
zeri tutti gli autovalori ) © s . .
Al denominatore, m(z), non € piu polinomio

caratteristico ma € il polinomio minimo, che & un polinomio che ha tra i suoi zeri
tutti gli zeri del polinomio d(z) ma con delle molteplicita non sempre del tutto ugua-
.

Quindi m(z) & un fattore che ha per zeri tutti gli autovalori, cioé tutti gli zeri di d(z),
ma con delle molteplicita diverse.

La molteplicita che compare in d(z) € detta algebrica, quella che compare in m(z)
e detta geometrica.
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Abbiamo studiato il caso in cui la molteplicita geometrica &€ uguale a 1.

m(z) ha zeri semplici, A

m
z-1 (D(Z) = E
i=1
m
q)(Z) = 21 Ri
I=

R,
Z'Aai

Z

Z-A'i

. k
D(k) =_Z1Fli ¥
I=

Ri nxn

molteplicita algebrica

m=n se ,J.i=1

P(R;) = Wy

/

i=1,...

,N

Quando m(z) ha zeri semplici, A, non distin-
guendo tra reali e complessi, z'®(z) pud es-
sere espansa in frazioni parziali secondo una
espressione del tipo a lato.

Moltiplicando z'®(z) per z, la ®(z) ha espres-
sione come riportato a lato, e di conseguenza
possiamo calcolare la ®(k) facendo 'antitra-
sformata dei singoli termini. Esse sono le leg-
gi di tipo potenza che conosciamo dall’analisi
nel dominio del tempo.

R. sono matrici nxn di rango pari alla moltepli-
cita algebrica, y..

m=n se Y, = 1, allora si hanno autovalori di-
stinti.

La “trasformata zeta” nello studio dei sistemi a tempo discreto -9 / 16 - Lezione 11



_Evoluzione
di una popolazione
studentesca

=nm

4

P
I - BaE

X,(k+1) = r, x (k) + u(k)
Xo(k+1) = (1-ry) x;(k) + r; x,(k)
Xs(k+ 1) = (1-15) Xo(k) + 15 x5(k)
y(k) = x;(K) + X5(K) + X3(k)

0.3 0 0 1
A=|0.7 0.2 0 B=|0
0 0.8 0.1 0
c=(1 1 1)
0.3 0 0
A=|0702 o0
D(z)
7 = 0 0.8 0.1
(z-0.1)(z-0.2) 0 0

0.7(z-0.1) (z-0.1)(2-0.3) 0

0.56 0.8 (z-0.3) (z-0.2)(z-0.3)

(z-0.1)(z-0.2)(z-0.3)
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R, R, R,

0 0 O 0 0 0 1 0 O
0 0 O -7 1.0 7 0 O
(D(z) 28 -8 1 -56 8 0 28 0 O

z - (z-0.1)+ (z-0.2) ¥ (z-0.3)

D(k)=R{(0.1) X+ Ry(0.2)*+ R5(0.3)k

D(k) =

(0.3)k 0
-7(0.2)k+ 7(0.3)k (0.2)k 0
28(0.1)k-56(0.2)k+28(0.3)k -8(0.1)k (0.1)k

P Pt P Pt P P P P P P P P P e P P P P P P P P P e P P P P ot P P P P P P P P P o P P P P Pt P P P P P P P P P Pt P P Pt P Pt

Caso di coppia di zeri
complessi del polinomio
minimo
R R
+
z-A z-A'

*

21 D(2) = e +

R,+ )Ry . Ra,-jRy

i6

zZ - Ce Z- ce'je

z(R,+jRy,)  z(R,-jRp)
. -

cI)(Z) = ... +

zZ - C)'e'je

z - cel®
. 7

2R,((z/ 6)2-(2/ ©6)cosB) —2R,(z/ ©) send

(z/0)2 -2 (z/ ©) cosO +1

2R,0X cos Bk —2R, ¥ sen Ok

P s P P P P P P P P P P P o P P P P P P P P P o P P P P o P P P P P P P P P o P P P P o P P P P P P P P P o P P P P Pt
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Se U(z) e una
funzione razionale

L

Y:(z) € una
funzione razionale

L

Y,(z) puo essere espansa in
frazioni parziali

L

Y:(z) puo essere facilmente
antitrasformata

U(z) = ?

= tabelle

Se U(z), la trasformata dell'ingresso, € una
funzione razionale

Y(z), risposta forzata in uscita, ma anche
nello stato, € una funzione razionale.

Y{(z), puo essere espansa in frazioni parziali
e puo essere facilmente antitrasformata.

Per quanto riguarda la trasformata dell’in-
gresso, si possono usare tabelle, le pro-
prieta della U(z) oppure, un caso inte-

> se composizione di funzioni ressante quando la funzione di ingresso

semplici,

€ composizione di funzioni semplici. La
trasformata Z sara, in questo caso, la

u(k) = Zi fi(k) U(z) = Zi F.(z) composizione delle trasformate Z delle

r, = 0.3 ro, = 0.2 r; = 0.1

z2+ 0.4z 4+ 0.51

0.3 0 0
A=|0.702 0 B =
1 1)

o O =

0 0.8 0.1

C= (1

singole funzioni.

Riprendiamo I'esempio precedente.

W(z) =

(z-0.1)(z-0.2)(z-0.3)

W(z) contiene tutti gli autovalori della ma-
trice A.
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Risposta forzata a
u(k) = U=1000

z2+ 0.4z + 0.51

W(Z) =
(z-0.1)(z-0.2)(z-0.3)
yf(k)=... +
y.(k) = 3790

Y (2) = WG 1000 2

-/

Con riferimento a questa situazione possia-
mo andare a calcolare la risposta forzata
ad un ingresso u(k) = 1000 studenti, per
cui dobbiamo calcolare la risposta forzata.
Dobbiamo prendere la funzione di trasferi-
mento e e la moltiplichiamo per la trasfor-
mata dell’ingresso.

) iy=E (o)

Aoso ‘f- ¢ - 4000.5_{614)

—

U(2)= 4ooo =

Z2-1

ky_ 2
residui Z'(A' ‘- 2-"—7-

el A,

/’/Q!/’\

G-t C} A 9
Y‘f'(},: ) + e + -
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Y, ()= S b
2 0' ?—0,2

4 Wz

2=/
4;}”

] S (&)
3 P‘ + W( )) Troviamo che la risposta forzata é fat-
'f ta da una parte piu una parte costante

0
Si trova che la parte persistente ha un valore di circa 3790.
QuestaélaW(z)inz=1.

y«(k) = 3790
DAL I I v 0 000 -0 8-

®
®

u(k) = U= 1000

U ..'.-‘.-.-..u....m.u‘....-'“'.

s Pt Pt Pt Pt P Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt P Pt P Pt P P Pt P Pt Pt P Pt Pt P Pt Pt Pt P P P P Pt Pt Pt Pt Pt Pt P Pt Pt Pt Pt P Pt P P Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt P
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La funzione
di trasferimento

W(z) = CH(z) + D

_ N
H(z)= (z1 - A)' B . —n®

d(2z)
dh(Z)é un h
tattore di m(z) che ha per zeri gli autovalori
associati a modi eccitabili

: N
¥ (z) = C(zl —A)1z _ NG

d“;z)
tattore di m(z) che ha per zeri gli autovalori
associati a modi osservabili

W(z) = CH(z) + D= .. =

N, (2)
d,(2)

d (z)e:
tattore di m(z) che ha per zeri gli autovalori
associati a modi eccitabili ed osservabili

La funzione di trasferimento, in estrema sintesi:

> E la trasformata zeta > E una matrice di funzioni

della risposta impulsiva razionali proprie
(strettamente proprie se D=0)

5 E un modello =211 polinomio a denominatore
del comportamento forzato comune ha come zer|
P gli autovalori di A associati ai

modi eccitabili ed osservabili
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Ammette, al pari di W(k),
unh’interpretazione
sperimentale ?

La W(k) & la risposta all’ingresso impulsivo.

La W(s), nei sistemi a tempo continuo, ovvero la trasformata della risposta impul-
siva ¢, letta sull’asse immaginario, la rappresentazione di come vengono modifi-
cati segnali periodici che che transitano attraverso il sistema quanto riguarda la

risposta a regime.
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Lezione n. 12 LA STABILITA: DEFINIZIONI E CONDIZIONI

Prof. Salvatore Monaco
45'50”

Introduzione
La stabilita interna
« Stato di equilibrio e stabilita
* La stabilita del moto
* Le proprieta dei sistemi lineari
Condizioni di stabilita interna per i sistemi lineari
Definizione e condizioni di stabilita esterna per i sistemi lineari

Introduzione

Questa lezione € dedicata ad introdurre i principali concetti, definizioni e condizio-
ni, della proprieta di stabilita dei sistemi dinamici.

La stabilita

Ay

E una proprieta relativa all’effetto delle perturbazioni.

Diremo che un sistema € stabile se reagisce in modo positivo all'effetto delle per-
turbazioni nel senso di contenerne I'effetto.

* Perturbazioni sulla struttura (parametri)

Le perturbazioni possono agire sulla struttura, ad esempio modificandone i pa-
rametri. In questo caso parleremo di stabilita strutturale o stabilita rispetto alle
variazioni dei parametri. Un comportamento del sistema si modifica poco quando
vengono modificati un poco i parametri. Quando il comportamento si modifica di
poco a seguito di una piccola variazione dei parametri diremo che il sistema é
strutturalmente stabile.

* Perturbazioni sullo stato (interna)

Le perturbazioni agiscono sullo stato e in questo caso parleremo di stabilita in-
terna. Lo studio € quello di cosa accade, rispetto all’evoluzione, quando lo stato
iniziale viene un po’ perturbato. L’effetto che ne risulta & contenuto se la perturba-
zione é contenuta?

* Perturbazioni sull'ingresso (ingresso-uscita)
Ci chiediamo che cosa accade quando l'ingresso & perturbato.

Lo studio si rivolgera alle perturbazioni sullo stato e sull'ingresso.
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La stabilita interna - definizioni

X = f(x(t),u(t)) Supponiamo di avere a che fare con

un sistema dinamico, quindi con un

(Xq,Ug) coppia di equilibrio se modello matematico che nel caso ge-
f(Xo,ug)=0 neralle & rappresentato d.a un’equa;ig—

ne differenziale alle derivate totali, in

dallo stato iniziale x_, con ingresso cui x € il vettore di stato, u ¢ il vettore
costante u , lo statoresta in x_ . d’ingresso. Siamo interessati allo stu-
dio del comportamento nello stato al

Cosa accade se lo stato iniziale _ _ .
viene perturbato? variare della funzione di ingresso.

Supponiamo che la coppia (x_, u.) sia
una coppia di equilibrio.
Questo & vero se € soddisfatta la condizione f(x_, u_) = 0.

Quando siamo nello stato x_, quello che rappresenta x € la variazione rispetto al
tempo, ovvero la direzione verso la quale avviene uno spostamento al crescere
del tempo, quindi rappresenta la direzione nella quale lo stato x si sta spostando.

Se f(x_, u ) = 0 allora la variazione e nulla e questo significa che I'evoluzione,
quando viene applicato l'ingresso x_, rimane ferma in x_.

Quello che ci domandiamo & che w\"'“ta‘me

cosa accade se lo stato iniziale vie- °Ye

ne perturbato, fermo restando I'in- .

gresso u_. X = 7(,()(' )

variazione dinamica

nel tempo 4» (Xe,&;) = %

nessuna variazione,
stabilita

Le due condizioni di equilibrio di un pendolo

Prendendo ad esempio il pendolo, una o Me=9

condizione di equilibrio & quella in cui 2

I'ingresso, rappresentato da una forza, 4

nullo, e I'angolo di riferimento delle oscil- R 5

lazioni & 0, ovvero il pendolo & fermo. é -0 { i

Questa & una condizione di equilibrio, la A+¢=* Me=b Be=0

domanda che ci poniamo & che cosa ac- @,_-‘» 0 = ¢

cade se cambia lo stato iniziale, con uno 9e= . e
&2k )

spostamento del pendolo.
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Consideriamo il caso generale, un si-
stema non stazionario con lo stato x_
(x,) e detto “stabile” se che soddisfa la condizione f(x_, t) = 0.

. Quindi il sistema partendo da x_ rima-
Ve>0 d8(ty) : |Ixy- Xe || <8(tg) ne fermo in x..

L Lo stato x_ e detto “stabile “ se soddi-
|| x(t) -xg|| < € t>1t, sfa la condizione riportata a lato.

x= f(x(t),1), f(x,1)=0

“uniformemente stabile” se 8 non
. €
dipende da t

Comunque preso un ¢ positivo, esiste un 3, che pud dipendere da t, tale che, se
lo scostamento della condizione iniziale rispetto a x_, & contenuto da d, (cioe se
sono molto vicino), allora 'effetto complessivo, ovvero lo scostamento dell’evolu-
zione complessiva da x_ € minore di €, comunque ¢ sia fissato, pert = t..

Se O, non dipende da t, lo stato di equilibrio x_ si dice uniformemente stabile.

Comunque venga preso un punto entro il raggio d,,
I'evoluzione corrispondente rimane confinata all’in-
terno della circonferenza (o sfera) di raggio €. Que-
sto e vero per ogni €, per il quale esistera un o,

Questo significa che, comunque fissato uno sco-
stamento massimo, esistono delle perturbazioni
iniziali, eventualmente molto vicine allo stato di
equilibrio, a partire dalle quali non si generano, nel-
la evoluzione, delle perturbazioni superiori al valore € prefissato.

Questo corrisponde a dire che a piccole perturbazioni corrispondono piccoli ef-
fetti. Comunque si vogliano contenere le perturbazioni, esistono delle condizioni
iniziali che fanno si che I'effetto sia contenuto.

Questo non garantisce I'annullamento degli effetti, il che ci porta al concetto suc-
cessivo, detto di attrattivita.

disco di raggio ¢,
o sfera di raggio €

Xg € un ulteriore stato

x, & detto “attrattivo” se X, € detto attrattivo se esiste un intorno 5,
di x_, tale che se x, € allinterno di tale intor-

3 8(ty) 11Xg- X || <8,(tg) no, vale il limite riportato.
l Notare, in riferimento all’espressione alge-
brica utilizzata, che la norma pud essere

lim |Ix(t) -x_[] =0 considerata una distanza.
t-> oo Questo vuol dire che per un tempo lungo la
“uniformemente attrattivo” se  X(I) tende ad andare sopra la x_, cioe la sua

5, non dipende da t, distanza tende a zero.
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Se o, non dipende da t, diremo che x_ & uniformemente attrattivo.

evoluzione

A lato il relativo significato in forma grafica.
Al crescere del tempo, I'evoluzione tende a tornare a X,
Questa ¢ la proprieta di attrattivita dello stato x_.

X, e asintoticamente stabile se e

stabile & attrattivo

“uniformemente” se la proprieta e
uniforme rispettoat

“globalmente asintoticamente” se

d = =

a

Se il sistema e stazionario

x= f(x(t))

le proprieta sono uniformi

x & esponenzialmente stabile se Ulteriore proprieta, di stabilita esponen-
e

ziale.
da>0,A>0: |IX -X,|l <8 Insostanza, se lo stato iniziale x, & abba-
- stanza vicino a x_, ed & limitato da 0, I'evo-
luzione x(t) tende a x_, essendo limitata da
At-tp) una funzione esponenziale. La tendenza

[1x(t) -xel| <ade , . -
verso lo stato x_ dell’evoluzione x(t) & limi-

la stabilita esponenziale & un caso tato da una funzione esponenziale con un
particolare della stabilita uniforme opportuno A reale.
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Osservazioni Si osservi che affinché x_ abbia stabilita
asintotica esso deve essere isolato.

per la stabilita asintotica x_ deve Cioé non ci devono essere nell’intorno
e

essere isolato di x_ altri stati di equilibrio, in quanto non

e é detto di ritornare in x_ partendo da un
per la stabilita asintotica globale dualunque punto del suo intorno (piccolo
x, deve essere il solo stato a piacere), ma si potrebbe ritornare ad un
di equilibrio (nello “spazio di stato”) altro stato di equilibrio.

Non si puo avere attrattivita, se lo stato di
equilibrio non ¢ isolato.

P s Pt P P P P P P P P P P o P P P P P P P P P o P P P P o P P P P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P o P P P P Pt

La stabilita interna - la stabilita del moto

(x,, U )
0 [ty.o0)
Abbiamo parlato di punti di equilibrio, stati
B di equilibrio, stabilita degli stati di equilibrio.
La stabilita del moto € una proprieta impor-
tante dei sistemi.

M-, x,(1) in (T x R)}

moto Il modo €& una evoluzione nello stato, che si
x definisce un particolare moto, ottleng flssqtg uno s.tat.o mmalel & un ingres-
(t, xe), associato a u, S0, e i relativi istanti di tempo in cui questa

evoluzione é ottenuta.

Fissati i due parametri citati, stato iniziale e ingresso, € univocamente determina-
to il moto, in base alla equazione differenziale che caratterizza il sistema. || moto
e caratterizzato da una coppia, gli istanti di tempo e il valore dello stato che ne
consegue. Si genera in pratica una traiettoria, formata da punti; x_ definisce un
particolare moto.

(t, x5(t)) e stabile se Il moto fissato, da t e da x,, & detto stabile
se valgono le proprieta formali riportate a

Vs>05|68(t0): lato.
X0, X |1 < 8(t ) Cioé, comunque preso un massimo sco-
P stamento ammissibile €, esiste un intorno
- = di x, tale per cui, partendo da uno stato
perturbato Xop , che & abbastanza vicino a
|1 xp(t) - x, ()] < & Vizt, x,ciotla sua distanza & minore di un va-

Iore 0., I'evoluzione perturbata xp(t) con-
seguente, si scosta dalla evoluzione effettiva associata al moto x(t), di un valore
che e inferiore a €, per ognit = t,.
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Questo concetto e graficamente rappresen-

X

0

tabile come riportato.

A partire da x, si genera un moto, una traiet-
toria nello spazio (x, t), spazio di stato (x,, x,)
e tempo.

t Partendo da uno stato perturbato Xops si nota
la similitudine del moto perturbato conse-
guente, con il moto conseguente allo stato

Entrambi le evoluzioni soddisfano la stessa equazione differenziale.
Il moto si dice stabile se i due “tracciati” sono vicini, cioé se il moto si mantiene

vicino a x0(t).

Lo studio della stabilita di un modo si pu0 ricondurre allo studio della stabilita di

uno stato di equilibrio.

(un sistema)

¥ = 7l(xm, altr)
- 20 ‘(’J = f (A(H,lqg ('('I) (un moto fissato)
x.,(, - ZP(é)

(stato xqp)
(moto perturbato xp (t))

;[ P ‘.{') s + (XP(‘)' ‘uo (é]) (stessa legge del moto)

2(6)
"
x?m- X&)

% (&) + F(€)

’ v
g4 F (xpt )
= (pt,4e)

s69= 4(%/5¢)

}.:" 3(67=o

Supponiamo di avere un sistema, X, e
un moto fissato x(t), che soddisfa I'e-
quazione differenziale.

Supponiamo di partire da uno stato
Xop» dal quale si genera un moto per-
turbato xp(t).

Anche il moto perturbato soddisfa I'e-
quazione X, quindi abbiamo x (t), in cui
I'ingresso € lo stesso di prima perché
€SS0 non viene perturbato.

Indicando &(t) = x_(t) - x,(t) possiamo
scrivere per moto perturbato I'equa-
zione differenziale relativa.

Tale equazione differenziale soddisfa
la relazione a lato.

Questo € uno stato di equilibrio.
g(t,0)=0;¢ =0.
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,/.(x‘«) = AXEBy
E'({')z A XF 1+ B o

s Ax,,'a%

é(-?): A 3 (+)

In un sistema lineare la stabilita di
un qualsiasi moto si riconduce alla
stabilita dell’'origine dello stesso si-
stema.

Si ottiene lo stesso sistema senza
la u.

(€ uno stato di equilibrio)
g (o) =0

P s P P P P P P o P P P P o P P P P P P P P P o P P P P o P P P P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P o P P P P Pt

La stabilita interna La stabilita interna - le proprieta

le proprieta
dei sistemi lineari

x= Ax
=>» Stati di equilibrio
AXe=0

(< Y

=> La stabilita di uno stato
di equilibrio & equivalente
@ quella dell’origine

S

se vale e globale
.

> La proprieta di attrattivita |

J

E dato un sistema lineare stazionario.

Tutti gli stati di equilibrio sono quelli che
soddisfano I'equazione Ax_= 0.

Sono gli stati che stanno nel nullo del-
la matrice A. Sono un sottospazio dello
spazio di stato.

L'origine dello spazio di stato € xe =0, ed
e sempre uno stato di equilibrio, ma non
€ necessariamente il solo, ce ne posso-
no essere altri, soprattutto, e solo, quelli

che stanno nel nullo della matrice A, e vengono proiettati nello 0 dello spazio di

stato.

Abbiamo due proprieta, la prima & che la stabilita di uno stato di equilibrio & equi-
valente a quella dell’origine. Per verificare questa proprieta, si deve scrivere la
definizione di stabilita di un generico stato di equilibrio, poi si effettua una trasla-
zione di coordinate mettendosi nello stato x_, poi si verifica che questo conduce

alla stabilita.
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/_ W

posizione distante k volte e

Abbiamo una seconda proprieta per
cui la proprieta di attrattivita, se vale,
e globale.

Questa proprieta € verificabile se, par-
tendo da un intorno di x,, le evoluzioni,
al crescere del tempo, tendono sullo
stesso stato

1 Xl ¢ 4 <%,

J

-&;n = )

tendea 0

x(k+1)= A x(k)

=>» Stati di equilibrio

Ax o= X,

C)La stabilita di uno stato h

di equilibrio & equivalente

\_a quella dell’origine )

5 La proprieta di attrattivita |

se vale e globale

S

IN SOSTANZA

Il

-
\A\_\/V e

= Lo studio della stabilita
interna si riduce allo studio
della stabilita dell’origine

-> La stabilita interna implica
la stabilita di tutti i moti

Nel caso dei sistemi a tempo discreto,
valgono le stesse considerazioni.

Gli stati di equilibrio sono quelli che stanno
nel nullo della matrice A - |.

Lo stato x_ = 0 € sempre uno stato di equi-
librio.

n.b.:

Stabilita nel tempo continuo

x =4 (X4)
+(Xc, le) =0

]
xt si rimane in Xe

Stabilita nel tempo discreto

(k) > (X0 )
../.(X(,J.lc) = 3(0_

.Y si rimane in xg
<

evoluzione ad 1 passo,
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La stabilita interna
dei sistemi lineari

condizioni

Sistemi a tempo continuo

X =0 e stabile se e solo se

()] <k

..

Re(KQ

<0 se mg=1

<0 se m’g>1

m’g € la molteplicita geometrica

Si noti come la proprieta € riportata sugli

autovalori.

X o e asintoticamente stabile
se e solo se

Re(%)<0

> |la stabilita asintotica
e globale ed anche
esponenziale nel caso lineare

Stabilita interna - le condizioni

Sistemi a tempo continuo

X, = 0 € stabile se solo se la norma della
matrice della risposta impulsiva € mino-
re o uguale di k. E una condizione suf-
ficiente.

Questo fa si che le evoluzioni rimanga-
no limitate.

kel ot % [ £ E 1260

G

Re(A)<0, in questo caso, non solo la
norma € limitata, ma si ha anche I'evo-
luzione a zero al crescere del tempo di
tutti quanti i termini della matrice delle
risposte. Questo significa che lo stato x,
ritorna allo stato 0.
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Sistemi a tempo discreto
x =0 e stabile se e solo se

¢ (k)| <K
N
<1sem,=1
g
|4, <

T~ <1 se mg>1

m’g € la molteplicita geometrica

X , € asintoticamente stabile
se e solo se

Ilil < 1

= la stabilita asintotica
e globale ed anche

esponenziale nel caso lineare

Per i sistemi a tempo discreto le consi-
derazioni sono analoghe.

Ma questa volta, quello che conta, ¢ |l
modulo dell’autovalore.

Queste condizioni, cosi come per i si-
stemi a tempo continuo, garantiscono
che le leggi di moto che caratterizzano
Ak al crescere del tempo, siano comun-
que limitate.
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La sta b | I Ita esterna La stabilita esterna - condizioni e definizioni

definizioni e condizioni
per i sistemi lineari

S é stabile esternamente in qualsiasi

) La condizione che soddisfa la stabilita
stato se, comunque fissato x_ ed un

ingresso, 0 vuol dire che se l'ingresso € limitato allo-

ra esiste un numero che pud dipendere

[lu(t)|| «<M3 N M (xo) : da M e da x, tale che l'uscita € limitata da
questo numero, perognit=t.

[Ty() [ < Ny (x,) Vixt, In sostanza questa condizione dice che

il sistema S & stabile esternamente in
qualsiasi stato se, comunque venga fis-
sato lo stato iniziale x,, ad un ingresso
limitato corrisponde una uscita limitata.
La limitazione e condizionata dallo stato iniziale x,.

S ¢ stabile esternamente nello stato
zero se, la proprieta sussiste in X, =0.

(proprieta “BIBO”, Bounded Input - Bounded Output)

Jk Kk >0: A lato le condizioni perché questo ac-
2 cada.

La prima condizione dice che l'integrale

1 '||W(t)||dt<k1 P . teg
della norma della matrice delle risposte
0 v impulsive, tra zero e infinito, deve esse-

2 W < ky t re limitato.

sono condizioni necessarie e sufficienti La seconda dice che la funzione di tra-
di stabilita esterna in ogni stato sformazione in uscita, in norma, sia limi-

La 1. & condizione necessaria e sufficiente tata per ognit.
di stabilita esterna nello stato zero

Queste due condizioni sono necessari e sufficienti per la stabilita esterna in ogni
stato.

La prima condizione & necessaria e sufficiente per la stabilita esterna nello stato
zero.
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Le due condizioni sopra sono equiva-

1 4 Re( x?,o) <0 lenti alle seguenti due: la prima al fatto
poli di W(s) che la parte reale degli autovalori che

sono simultaneamente eccitabili (e) e

o ~S0sem =1 gservabili (0), che sono quelle che

2 () Re(}) N caratterizzano la W(t), sia strettamente
<0 se my>1 negativa. Cioé che i poli della W(s) sia-

poli di ¥ (s) no a parte reale strettamente negativa,

per il fatto di avere un ingresso limitato
di un’uscita limitata nello stato zero.

La seconda ha fatto che la parte reale degli autovalori associati ai modi osserva-
bili devono avere la parte reale di un certo valore strettamente o non strettamente
minore di zero in funzione della molteplicita geometrica. Questo equivale a richie-
dere che i poli della W(s), cioe gli zeri del polinomio minimo comune multiplo a
denominatore della ¥(s), cioe della trasformata di Laplace della funzione di tra-
sformazione in uscita, abbia tutti quanti parte reale negativa.

Condizioni analoghe possono essere formulate nel caso dei sistemi a tempo di-
screto portando alle condizioni che il modulo degli autovalori associati ai modi
eccitabili e osservabili sia minore di uno per la prima condizione.

Per la seconda condizione considerazioni analoghe sul modulo.
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Lezione n. 13 LA STABILITA INTERNA DEI SISTEMI LINEARI

Prof. Salvatore Monaco
48'23”

Introduzione
 Sistemi a tempo continuo: condizioni di stabilita e stabilita asintotica: sistemi a tempo continuo
« Criterio di Routh (consente di verificare se sono soddisfatte le condizioni di stabilita)
« Criterio di Routh: casi singolari
 Estensioni del criterio di Routh
 Sistemi a tempo discreto: condizioni di stabilita e stabilita asintotica: sistemi a tempo discreto
* |l metodo della trasformazione bilineare
* |l criterio di Jury
Lo studio della stabilita mediante approssimazione lineare

Introduzione

Abbiamo visto nell’analisi dei sistemi dinamici, in particolare di quelli lineari, che
una discriminante sul comportamento del sistema &, di fatto, caratterizzata dalla
parte reale degli autovalori nel caso dei sistemi a tempo continuo, del modulo de-
gli autovalori nel caso dei sistemi a tempo discreto.

Nella scorsa lezione € stato chiarito che questa discriminante, che consiste nel
fatto che le evoluzioni libere tendono a zero se gli autovalori hanno parte reale
negativa oppure se il modulo &€ minore di uno, oppure rimangono limitate se Ci
sono degli autovalori a molteplicita unitaria che hanno o parte reale nulla 0 modu-
lo uguale a uno, € la proprieta di stabilita.

Vedremo in questa lezione in modo piu approfondito quali sono i criteri per lo stu-
dio della stabilita dei sistemi lineari.

Condizioni di stabilita e stabilita asintotica
per sistemi a tempo continuo

Condizione di stabilita interna Condizione di stabilita interna semplice

semplice E la proprieta in base alla quale I'evoluzio-

Re(A) < 0 S ha molteplicita  Ne libera si mantiene limitata.

geometrica unitaria | 3 parte reale degli autovalori deve esse-
re negativa o nulla (per autovalori a molte-
plicita geometrica unitaria) oppure stretta-
mente negativa (altrimenti).

Le leggi di moto sono del tipo: c e
oppure p(t) eM

Re(A,) < O altrimenti

stabilita interna asintotica
Re(Ay) <O

La condizione per stabilita interna asintotica & che gli autovalori abbiamo parte
reale strettamente negativa. In questo caso le leggi di moto tendono a zero all’au-
mentare del tempo.

La stabilita interna dei sistemi lineari-1 /12 - Lezione 13



Questo ci garantisce che, nello spazio di stato,
comunque io prenda uno stato iniziale & diverso
da zero, I'evoluzione si mantiene limitata e alla
fine, per autovalori a parte reale strettamente

Q/ negativa, tende a ritornare sullo zero.

Condizioni di stabilita esterna Condizioni di stabilita esterna

)
e

1 = Re(’»?'o)<0 1. Gli autovalori associabili ai modi ecci-

poli di W(s) tabili ed osservabili, cioé sono quei nu-

meri che coincidono con i poli della fun-

o. < 0semg=1 zione di trasferimento W(s), che hanno

2 =) Re(Ki)\ parte reale strettamente negativa corri-

<0semg>1 spondono a sistemi nei quali ad un in-

poli di ¥ (s) gresso limitato corrisponde una uscita
limitata, partendo da uno stato 0.

2. Partendo da uno stato non zero, deve essere sod- /Z,FO 1.
disfatta anche la per cui gli autovalori associabili ai ,_,,L\A_L"_m

modi osservabili devono avere parte reale negativa

se la molteplicita geometrica & uguale a 1, oppure ’:t\: R I//\—E
devono avere parte parte reale strettamente negati- 4- o ﬁ;i

va se la molteplicita geometrica € maggiore di 1. In

questo caso facciamo riferimento ai poli della W(s), la trasformata di Laplace della
funzione di trasformazione in uscita.

Questo equivale a dire che per ogni stato iniziale a /,(,:,lo 2.
ingresso limitato corrisponde una uscita limitata. ’»,—\M——[

o e :

H:0 $:0

La proprieta di stabilita interna asintotica € la proprieta che implica tutte le pro-
prieta di stabilita.
Questo significa andare ad indagare come ¢ fatta la

parte reale degli autovalori. A(Ny= |AT-Al=0

Fare questo per via analitica non & facile. X
Lo ¢ se il sistema ha dimensione due o tre. |
Sistemi dinamici, ad esempio, di traffico rete possono A

avere dimensione anche 40. DD D = e cacom
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A . Dunque ci chiediamo se € possibile avere
_E pOSSIbI_Ie :fwere informazioni sulla parte reale delle radici
informazioni sulla senza doverle calcolare.

parte reale delle radici
senza doversele
calcolare?

assegnato: Come condizione preliminare abbia-

h i .

A=A ™ a,_ A" 14 . +aghtag o O @ssegnato un polinomio d
grado n, una condizione necessaria

affinché tutte le radici di d(A) sia una

una condizione necessaria parte reale negativa & che tutti i coef-
affinche tutte le radici di d(2) ficienti a. abbiano lo stesso segno.

siano a parte reale negativa Per convenzione il coefficiente di gra
& che tutti i coefficienti a, enzior 9
do maggiore si fa essere 1.

abbiano lo stesso segno

Il criterio di Il criterio di Routh
Routh

Pud essere pensato come l'estensio-

ne del criterio di Cartesio che & una

Estensione del regola mnemonica su equazioni di se-
Criterio di Cartesio condo grado secondo cui gli zeri di un
polinomio di secondo grado si posso-

; : no andare a vedere tra le variazioni di
Costruzione di una tabella a le variazioni d

e verifica dei segni segno d.el co.effllmentl. |
di alcuni coefficienti Ad ogni variazione corrisponde uno

zero a parte reale positiva, ad ogni
permanenza corrisponde uno zero a
parte reale negativa. Ad esempio in A?
assegnato: - A + 1 ci sono due variazioni, quindi

d().)=an7n"+an_1?»"'1+ ... +a;A+a, avremo due zeri a parte reale positiva.
L’estensione del criterio consiste nella

il criterio consente di stabilire: costruzione di una tabella e nella veri-

se tutte hanno parte reale fica dei segni di alcuni coefficienti.

negativa; Ha segnato un polinomio di grado n
quante, eventualmente, sono il criterio consente di stabilire se tut-
quelle a parte reale positiva te le radici hanno parte reale negativa
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d(A)=a,\"+a,_, A"+ ... +a,A+a,

n An | |1Bn-2| Bn-g o
n-l an_1 an_3 an_s see
n-2 bn-z
a, an-2
-1 33
bn-2= B a, 1
n An | Ap-2 |Bn-g]| **°
s
n-1 an-1 an-3 an_s ase
n-2 bn-z bn-3
Ay 3,4
an-l an-s
bn-3- B an 1
n an an-z an-4 see
n-l an_1 an_3 a“-s ens
n-2 bn-z bn-3 bl'l-4 ses
a,_q4 4ad._
n-3|¢,-3 n-1 n-3
- _ bn-z bn-3
cl‘l-3 bn-Z

d(A)=a,A\"+a,_,A\""1+ ... +a,\+a,

n an an_z an_4 ses
n"1 an-,_ an-3 an-s see
n-2 bn-z bn-3 bn_4 ses
d._q4 ad._
n-3 cn-—3 cﬂ" ses n-1 n-5
- bn-z bn-4
Ch-4= ~

e quante, eventualmente, sono quella
parte reale positiva.

Se I'applicazione del criterio va a buon
fine, si puo dire che tutte hanno par-
te reale negativa oppure quante sono
quelle a parte reale positiva.

Di seguito la costruzione della tabella.
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Di seguito un esempio:

d(A)= AP+3A%+2A03-202420+4  d(A)= AP+3A4+2A3-202+27+4

5 1 2 2
5 1 2 2
4 3 -2 4 Il risultato 4 3 -2 4
non cambia 3 8/3 2/3 0O
3| 8/3 2/3 0 se si | ; 2/ .
2|-1 1/4 4 mOItiplicanO
le righe per\jw2 -11/4 4
1| 75/11 o” un numero 27 =11 16
§ positivo 1| 150/11
AN
0 16 o 16

- Condizione necessaria e sufficiente Con questa condizione si stabilisce se

affinché tutte le radici abbiano le tutte radici hanno parte reale nega-
parte reale negativa & che non

vi siano variazioni di segno tiva.
tra i coefficienti della 12 colonna

= Il numero di variazioni di segno .. . - .
& uguale al numero di radici Con questa condizione si stabilisce il
a parte reale positiva numero di radici a parte reale positiva.

d(A)= AS+3A%+2A3-2A2+2)0+4

1 2 2
3 (-2 4

] 8 2 0
1;3/111 16 ),=-1.36
16 Ay 3= -1.5%0.75 j L'analisi con il criterio di Routh ci per-
7\,4,5= 0.68+0.76 j mette di trarre delle conclusioni, ri-

due variazioni di segno = portate a lato.
due radici a parte reale positiva Sono inoltre riportate le radici stesse.

ORNWRAWU
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Casi singolari

1) si annulla il primo
elemento di una riga

2) si annulla tutta una riga

1° caso singolare
d(A)= A*+2A3+2A2%2+40+3

41 1 2 3
312 4
3
231 3 = sommato -3 0
2 variazioni di segno
1] 6 . .
= 2 radici a parte
ol 3 reale positiva

2° caso singolare

d(A)=dy(A) dy(A)

d,(A) ha grado pari con sole
potenze di ordine pari

gli zeri di d,(1) hanno
simmetria quadrantale

non si ha stabilita asintotica;
al piu, stabilita semplice.

devono essere proporzionali le precedenti due righe. Una
riga viene determinata calcolando determinanti di ordine 2.

Casi singolari

La tabella non sempre si pud costruire fino
in fondo a causa di casi critici. | casi sin-
golari sono due, il primo quando si annul-
la il primo elemento di una riga, il secondo
quando si annulla tutta una riga.

1° caso singolare

Il primo caso singolare € quando si an-
nulla il primo elemento di una riga.

Per ovviare a questo problema si som-
ma alla riga che si annulla, la riga otte-
nuta traslando a sinistra la riga che si &
annullata in modo da eliminare gli zeri,
eventualmente cambiando il segno se il
numero di traslazioni fatte & dispari.

2° caso singolare

Il secondo caso singolare si ha quando
si annullano tutti gli elementi di una riga

o 1
La riga che si an- _‘h;
nulla &€ necessa- 6
riamente unariga = ¢
di ordine dispari,
questo  perché

d-(l) = d&k)d?(ﬂ
&

254 Va2

Si sostituisce la riga che si annulla utilizzando i coefficienti
del polinomio della riga di ordine pari precedente ad essa, derivato.

In questo caso il polinomio ha caratteristi-
che tali, riportati sopra, per cui non si ha la
stabilita asintotica; al piu, stabilita sempli- l

ce. / <

2 variazioni di segno

nessuna variazione di segno

o

degli zeri di d(

i 1520
AR 61|24 &2
, —_—5—
[0 e
$ET O abgahele
PA
i I4
S 3
ﬁ nAS 4
N T
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Estensioni del criterio Estensioni del criterio

d(A) —> d(A+a)

verifica se le radici di d()») hanno
parte reale minore di a

d(A) = d(Aei®) d(he-i%)

verifica se le radici di d{)) sono nel
cono di angolo (206,-20) e asse negativo

P P Pt P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P Pt P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P Pt

Condizioni Condizioni di stabilita e stabilita asintotica

di stabilité e per sistemi a tempo discreto
stabilita asintotica
per sistemi a tempo
discreto

stabilita interna semplice:

Al <1 se A, ha molteplicita
geometrica unitaria

Al <1 altrimenti

stabilita interna asintotica:
Ml <1
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E possibile avere E possibile avere informazioni sul modu-

informazioni sul modulo lo delle radici senza calcolarle?
delle radici senza Abbiamo due possibilita di trasformazio-

calcolarle? ne bilineare o il criterio di Jury.

La trasformazione bilineare La trasformazione bilineare

d(z)=a.z"+a._,z"" 1+ ... +a,z+a
(z)=a, n-1 1 % Dato un polinomio, riportato nella varia-
A+l bile z per indicare che abbiamo a che
—> z : : :
A-1 fare con un sistema tempo discreto, si

effettua la sostituzione come riportata a

//// ,7/;'1’/// lato.
/ 0 “V )1 Fare questo significa fare una trasfor-
/// mazione che fa corrispondere al cerchio

unitario il semipiano a parte reale nega-

tiva.

Si ottiene un polinomio in A, al quale si applica il criterio di Routh, per cui il nume-
ro di variazioni sulla prima colonna dara il numero di zeri che hanno parte reale
maggiore di zero per il polinomio in A, che hanno modulo maggiore di uno per il
polinomio in z.

Si puo dunque studiare la stabilita di un sistema a tempo discreto, si puo studiare
il modulo gli zeri di un polinomio utilizzando criteri di Routh a seguito della trasfor-
mazione bilineare.
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Il criterio di
Jury

|l criterio di Jury

" o1 Si deve ad un matematico degli anni
d(z)=a,z"+a,_,2"" "+ ... +a,2+ay 50 Sj pasa sulla costruzione di una
a, a e A, tabella e nella verifica del segno di

certi coefficienti.

I On-1 %o Le prime due righe sono i coefficienti
bo by D1 del polinomio per la prima e i coeffi-
bh-1 bz - by cienti invertiti del polinomio per la se-
Co Cn-2 by= 80  Ak+1| conda.

: 9n 9n-k-1| | successivi elementi vengono calco-
te t lati secondo una regola che consiste

nellandare a calcolare gli elementi
delle due righe precedenti.

Si definisce il numero di elementi nella riga fino all’'ultima riga che ne contiene tre.

Condizioni necessarie e sufficienti
affinché tutte le radici abbiano
modulo minore di 1:

d(1)>0 Costruita la tabella, si fa un’analisi,
(-1)"d(-1)>0 come riportata a lato e se ne trae le
la,l > |agl conclusioni.
|b0| > Ibn-ll
[tol > [t5]
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Studio della stabilita
mediante
approssimazione lineare

Il caso dei sistemi
a tempo continuo

X = F(x,u) F(Xelue) =0

x = f(x,u,) = f(x) f(x,) =0

I'approssimazione lineare:

£ = X=Xgq

of

e=At  A=<T| =30x)

Xe

A & la matrice jacobiana
della funzione f, calcolata in x_

mL 6(t) + mg sin[6(t)] +
+ kL 8(t) = u(t)

Forza
esterna

Forza
o ]

1 '{"’;d ‘attrito
Mg \mgcosH

0
x = f(x) + 1 |u

mL
vyv=(1 0)x

X
= . k
f(x) [— % sin(x,) - - x2]

Studio della stabilita mediante
approssimazione lineare

Il caso dei sistemi a tempo continuo
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I(x.)

P .
0 1 (0 1
9 _k 9 _k Due situazioni di equilibrio.
I M I M
\
0 N
B=1 1 B & la matrice degli ingressi
mL_J
AL SNL _ _
F; = 3(x.) & % = f(x) SNL, un sistema non lineare;
file AL, I'approssimazione lineare
13¢(x.) | £0 X, € uno stato di

/' equilibrio isolato
determinante del Jacobiano

stab. asintotica
di g:o
o[Jf(xe)] cC-

stab. asintotica
locale di x,

instabilita di £=0
dovuta ad un

autovalore a parte
reale positiva

o[Ii(xc)] N CHzJ

X, € instabile

o[If(xe)] N CH=J
&
o[J¢(x)] N ImzJ
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Il caso dei sistemi
a tempo discreto

x(k+1) = f(x(k),u(k))
f(xo,Up) = Xq

x(k+1) = f(x(k),u,) = f(x(k))
f(xe) = x¢
I'approssimazione lineare
€ = x-x,
E(k+1) = AE(k) A= 28| =3.(x)
ox X,

SNL
x (k+1) = f(x)

AL
E(kt1) = Je(x.) §

X € uno stato di
135(x.)1#0 $ equilibrio isolato

stab. asintotica

stab. asintotica
locale di x,

di =0

instabilita di £=0
dovuta ad un
autovalore a
modulo maggiore
di uno

X, € instabile

autovalori con
modulo minore o
uguale ad uno
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Lezione n. 14 | SISTEMI INTERCONNESSI:
CONNESSIONI ELEMENTARI E PROPRIETA

Prof. Salvatore Monaco
39'28”

¢ Introduzione

« Connessioni elementari: serie, parallelo e controreazione
 Calcolo della funzione di trasferimento
» Connessioni elementari: calcolo del modello interno

» Connessioni elementari: proprieta

* Un esempio

gt o 1 Introduzione

\rt’e)ﬁ o s, }_L'*{,“"’II sistema si presenta come interconnessione di piu parti,
e ne € un esempio un motore elettrico, composto da la parte
meccanica ed una parte elettrica. Il motore & alimentato in
tensione o in corrente. La parte elettrica & caratterizzata da
un legame tra tensione e corrente generata; la corrente, mediante un dispositivo
a induzione, genera una coppia meccanica sulla parte meccanica del motore; la
dinamica della parte meccanica generava una certa velocita angolare; la veloci-
ta angolare varia a sua volta la tensione sul circuito di armatura per effetto della
induzione elettromagnetica per effetto della quale si venerava una forza contro
elettromotrice sulla parte elettrica, che quindi condizionava la corrente e quindi la
coppia.
Si tratta di legami differenziali fra le parti.

T e —— | S " S
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Connessioni elementari . |
calcolo della funzione Connesspnl elelmentarl_ - Calcolo
di trasferimento della funzione di trasferimento

connessione in serie Connessione in serie

Il primo collegamento elementare
e la connessione in serie. S1 e S2
sono due sottosistemi e il collega-
u= uy Uz = ¥4 Y = ¥2 mento in serie consiste nel collegare
fra di loro I'uscita del sottosistema S1
Yi(s)=Wa(s) Ui(s) all'ingresso del sottosistema S2. In fi-
Ya(s)=Wy(s) Uy(s) gura il vincolo topologico rappresen-
tato da questo tipo di collegamento.
Ovviamente perché questa connes-
sione sia possibile il sottosistema S2
deve avere tanti ingressi quanti sono le uscite del sottosistema S1 e, per ciascuno
degli ingressi, ci sara un collegamento.

Date le funzioni di trasferimento dei singoli sottosistemi e dati i vincoli riguardanti
le connessioni, la funzione di trasferimento del sistema complessivo, che lega
I'ingresso esterno U del sistema complessivo alla uscita Y effettiva del sistema
complessivo e Y(s) = W2(s)W1(s)U(s).

Questo perche Y (s) = Y, (s) = W,(s)U, (s), U,(s) =Y, (s), Y, = W, (s) U, (s),
U (s)=U,(s).

Y(s) € la funzione di trasferimento del sistema complessivo.

Si noti che il prodotto W2W1 ¢ indifferente per sistemi con un solo ingresso ed
una sola uscita, ma non lo & per sistemi che hanno piu ingressi e piu uscite, poi-
ché abbiamo, in quest’ultimo caso, matrici. Infatti in quest’ultimo caso avremo la
matrice della funzione di trasferimento del secondo sottosistema per la matrice
della funzione di trasferimento del primo sottosistema.

u, yi Up Yo

Y(s)=W,(s)W,(s) U(s)

connessione in parallelo Connessione in parallelo
Entrambi i sottosistemi hanno lo
U4 S, Y1 y=y +y, Stesso ingresso, questo & un primo
- vincolo imposto dal collegamento;
u=u,;=u, S >) questo impone che nei due sottosi-
u, 2 Y2 stemi il numero degli ingressi (vet-

tore degli ingressi) sia lo stesso; I'u-
scita & la somma delle due uscite, e,
nel caso di piu uscite la somma sara
data dalla somma delle componenti.

Y,=W,U, Y,=W,U,
Y(s)=[Wq(s)+ W,(s)] U(s)
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Quindi anche il numero delle uscite dovra essere lo stesso per i due sottosistemi.

La funzione di trasferimento del sistema complessivo € la somma delle funzioni di
trasferimento. Quest’'operazione ha senso anche invertendo I'ordine delle matrici,

per la proprieta di commutazione.

La matrice della funzione di trasferimento ha per componenti la somma delle com-
ponenti delle due matrici della funzione di trasferimento dei singoli sottosistemi.

controreazione

Y1
S1 y =

us

S

Y(s)= W,(s)
1+ W (s)Wy(s)

1 nel caso di un solo ingresso;
I nel caso matriciale

U(s)

——

v =Y

= WqU"y,sz:
~————

(@)Y= 0

da cui
Y: X, u

I:,\K/,\x/.

in quanto
C-l-l-wn W,) Y: W V
¥l
}/:(I”‘ W, W, ) W,, v
= W (%) '

© = ues)

1
T e v (v

Y1

U = Y4

Controreazione

Anche in questo caso, quello che vo-
gliamo calcolare, & la matrice delle
funzioni di trasferimento tra I'ingres-
so u e l'uscita y.

Il collegamento si chiama controrea-
zione perché il collegamento fra i due
sistemi € in modo contrario rispetto
al fluire usuale dei collegamenti. L'in-
gresso del primo sottosistema é col-
legato all’'uscita del secondo.

Nel collegamento la parte in alto det-
ta ramo diretto, quella in basso é det-
ta ramo in controreazione.

| vincoli topologici di questa struttura
sono che il numero di uscite del pri-
mo sottosistema deve essere uguale
al numero di ingressi del secondo e il
numero di ingressi del primo sottosi-
stema deve essere uguale al numero
di uscite del secondo (si scambiano).

Nel caso in cui i sottosistemi abbia-
no piu ingressi e uscite i calcoli sono
effettuati con matrice, per cui, nei
calcoli occorre prestare attenzione
all’ordine delle matrici.
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Connessioni elementari connessioni elementari -
calcolo del Calcolo del modello interno

modello interno

Vediamo ora nel calcolo del modello interno, ovvero la rappresentazione nello
stato.

connessione in serie Connessione in serie

Si suppone che i due sottosistemi sia-
uy Y1 Up Yo i . .
— S, { S, +—  no caratterizzati dalle matrici A, B, C,
con i rispettivi pedici.
Indichiamo con X, il vettore di stato del
sottosistema S1 e con X, il vettore di
stato del sottosistema SZ.

u=uy Uz = Yy Y=Y

X1 = A1X1+ B1u-| X2= A2X2+ B2U2

Y1=CiXx4 y2= CpXy Dall'imposizione dei vincoli topologici

determinati dall’architettura del colle-
] _ _ gamento, cioe u, =y, y =Yy, eu=u,
xy= Agxq+ Byu Y27 Y1 V= V2 o Gyoniamo una rappresentazione x con
y,= Cixq Xy= AyX,+ B,Cyx, lostato[x;, x,].
y = C,X, Tale vettore di stato x & dato dall’ag-

u=u gregato dei vettori di stato dei sottosi-

stemi.

. A1 0 B_I . .

Xq X = B,C, A, X + 0 u Quello.che otteniamo € una rappre-
sentazione nello stato.

y=[0 CZ]x

rappresentazione nello stato

A, 0
BZC1 A2

matrice dinamica

Quello che possiamo dire della rappresentazione con lo stato complessivo del
sistema & che riconosciamo la matrice dinamica, e gli autovalori del sistema com-
plessivo sono gli autovalori della matrice A, uniti agli autovalori della matrice A,,
cioé gli autovalori sono quelli di A, uniti a quelli di A,

Per quanto riguarda la proprieta di stabilita del sistema possiamo dire che essa &
condizionata dalle proprieta di stabilita dei sottosistemi nel senso che il sistema
complessivo & stabile se e soltanto se i due sottosistemi sono stabili. E asintotica-
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mente stabile se lo sono i due sottosistemi.

Quindi la proprieta del collegamento in serie, per quanto riguarda la stabilita, é
connessa e si identifica alla proprieta dei due sottosistemi.

Per quanto riguarda la proprieta di osservabilita e raggiungibilita, dipende dalla
matrice di osservabilita e di raggiungibilita dei due sottosistemi.

Nel collegamento in serie si pud avere una perdita di raggiungibilita e questo av-
viene quando, ad esempio, i due sottosistemi sono caratterizzati dalle funzioni di
trasferimento come in figura, da cui si ricava immediatamente la funzione di tra-
sferimento W(s) del sistema complessivo. Da questa si nota come ci sia una sem-
plificazione fra lo zero di S, e il polo di S, delle rispettive funzioni di trasferimento.

Facendo una rappresentazione nello stato, quello che si ottiene ha dimensione 2.
Ottenuto dalla interconnessione di due sottosistemi di dimensione 1.

S 5
=g =l
v |

= L

da questo segue il modello matematico,
funzioni di trasferimento

| )
- i -
1+ oE S+!

‘1 rappresentazionilcon lo stato —'X, 'Hl-.
) 4

:(r-'-ui"'u'l 5 xi:’x"““

$L N, = =%t 14 4= X2

a questo punto si costruisce
la rappresentazione con lo stato del sistema complessivo,

si tratta di imporre che Y, = U,

del sistema complessivo
sono l'aggregato delle due

si costruisce la coppia matrice A e la matrice B ca Y= R
e si verifica la proprieta di raggiungibilita ‘

Le variabili di stato della rappresentazione con lo stato X,
X= L .l

La semplificazione algebrica, la cancellazione, fra lo zero di S, ed il polo di S,
comporta una perdita di raggiungibilita del sistema complessivo.

Se la semplificazione algebrica, la cancellazione, fosse stata l'inverso, cioe fra
il polo del primo sottosistema e uno zero del secondo, si avrebbe una perdita di
osservabilita nel sistema complessivo.

Si noti come questo fenomeno spieghi bene come la funzione di trasferimento del
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sistema complessivo ha una dimensione inferiore rispetto alla dimensione dello

spazio di stato.

Il numero di poli in W(s) & 1, mentre lo spazio di stato ha dimensione 2. Questo
comporta una perdita di raggiungibilita oppure una perdita di osservabilita nel si-

stema complessivo.

Si puo fare anche una trasformazione di coordinate con la quale si mette in luce

questo fatto.

connessione in parallelo

Uy S, Y1
Us S2 Y2
u=uy;=Uu; Y=Y+ Y2
*1=A1X1+ B1u u-= u2
y1 = C1x1 )-(2= A2X2+ B2u
u=u Y2 = CaXy
. A, 0
X X =
x=|1 0 A" |32
X2
y = [C1 Cz
Y=Y+ Y5
precedente.

Connessione in parallelo

Nella connessione in parallelo abbia-
mo i vincoli posti dal tipo di collega-
mento, come riportati a fianco.

Sono mostrate le rappresentazioni
con lo stato, X, e X,.

Il vettore di stato x & I'aggregato degli
stati di due sottosistemi.

Quello che si ottiene & la rappresen-
tazione con lo stato del sistema com-
plessivo. La matrice dinamica ha una
struttura ancora piu semplice del caso
precedente, in questo caso ha sulla
diagonale le matrici di sottosistemi.

La proprieta di stabilita € legata alla
proprieta di stabilita di sottosistemi.

Per quanto riguarda le eventuali per-
dite di raggiungibilita e osservabilita,
esse sono verificabili come nel caso

In particolare si ha una perdita di raggiungibilita o di osservabilita se si hanno dei
fenomeni, in qualche modo, di cancellazione, ovvero di semplificazione algebrica,
nella funzione di trasferimento del sistema complessivo.
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connessione a
controreazione

u . U, Y1
O S, -y
Yo us
S, |
u; = u—y, U2 =¥1 ¥=V4
X1=A1X1+ B1u—B1C2X2 u2= y_l

y =Cixy

Uuj=u-—y, y=Yy; Ya2=0CoX,

xq | x A BaCe x + | B
x=| T |B2Cy Ay 0
X2
= [c, 0]x

Connessione a controreazione

Considerazioni analoghe ai casi pre-
cedenti.

Nella connessione a contro reazione

la proprieta di stabilita pud risultare

modificata, questo si nota dalla ma-

trice dinamica. Solo in questo tipo di

connessione ci pud essere una modifi-

ca della proprieta di stabilita del siste-
ma complessivo.

| sottosistemi S, e S, potrebbero es-
sere instabili oppure potrebbero es-
sere stabili e la proprieta del sistema
complessivo potrebbe non essere
mantenuta, in quanto ¢’€ una modi-
fica sostanziale della matrice dinami-
ca, dipendente dai coefficienti di B,
e C,.

Partendo da sistemi intrinsecamente
instabili si pud ottenere un sistema

complessivo stabile, cosi come, partendo da sistemi stabili si pud ottenere un

sistema complessivo instabile.

Si puod perdere anche la raggiungibilita e 'osservabilita; questo si vede nel prodot-

to delle funzioni di trasferimento W2 e W1.

Se la funzione di trasferimento del sistema complessivo ha un numero di poli
inferiore alla somma di poli delle due funzioni di trasferimento (quindi c’é stata
una cancellazione, una semplificazione algebrica), allora avremo una perdita di
raggiungibilita oppure una perdita di osservabilita.

Viceversa la rappresentazione nello stato avra la stessa dimensione e non ci sara
perdita né di raggiungibilita né di osservabilita.
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Ricapitolando la situazione generale.
Funzioni di trasferimento W ; x = {1, 2}
Matrici dinamiche A ,B , C ; x = {1, 2}

Proprieta di stabilita collegata a quella dei sottosistemi.

Raggiungibilita ed osservabilita che si pud perdere. Questo si vede dal prodotto
delle funzioni di trasferimento. Se la dimensione della funzione di trasferimento
del sistema complessivo ha un numero di poli inferiore alla somma dei poli delle
due funzioni di trasferimento (c’é stata una cancellazione), allora ci sara una per-
dita di raggiungibilita o di osservabilita, come si pud verificare sulla rappresenta-

zione nello stato.

serie
us= uy U =ys Y=Y

Y(s)=W,(s) W (s) U(s)

X = A 0 x+|B1|u
~ |B,Cy A, 0

parallelo
Uus= uy= U, Y=Y+ Vs

Y(s)=[Wq(s)}+ Wy(s)] U(s)

)'(—A10x+B1u
10 A, B,

y: [C1 C2]X
controreazione
u, = u-—-y, U= ¥4 Y= VY4
W,(s)
Y(s)= ! U(s)

1+ W, (s)Wy(s)
X = A1 =BGy X + By u
~ |B2Cy A, 0

y= (¢ 0]x
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Connessioni
elementari proprieta

La dimensione del sistema e patri
alla somma delle dimensioni

La stabilita interna € mantenuta
nella serie e nel parallelo

Riduzioni dell’ordine dei polinomi
a denominatore corrispondono a
perdita di raggiungibilita o
osservabilita

Sistemi in parallelo: perdita
di raggiungibilita

| j;flu-aw wx

00

B - al s4
“|(1-a)/ s,

x4(0)=x,(0)=0

R - a/ 9, 0
"~ |(1-a)/ S, 0O
I livelli dei serbatoi cresceranno

mantenendo costante nel tempo
il loro rapporto:

X4(t)/ X,(t)= aS,/ [(1-a)S,]

Non e possibile raggiungere qualsiasi

coppia di livelli X e X,

Un semplice esempio

A & la matrice dinamica

B & la matrice degli ingressi, s, ed s,
sono le sezioni dei serbatoi.

Costruzione della matrice di raggiun-
gibilita.
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Nel caso di perdite...

0.0 A e la matrice dinamica.
A= [ P1

0 -p, Le perdite p sono proporzionali ai livelli
dei serbatoi.

B a/ S,
“|(1-a)/ S,

S,
x4(0)=x,(0)=0

R - a/ S, -pja/ Sy
- [(1-a)/ S, -po(1-a)/S,

det R - a(1—a)(p1—p2)/ (8152)
E possibile raggiungere qualsiasi
coppia di livelli X4 e X, solo se

i serbatoi si svuotano con portate
diverse!

Perdita di osservabilita La perdita di osservabilita viene tratta-

Prendendo come uscita la quantita ta prendendo come uscita la quantita di
d’acqua totale: y = S (Xq+ X5) acqua totale.

au ‘LU a)u
A= [‘p1° ]
’lx, 0 -p;
R NN =(s s]

S

o - S S
~ P18 -p2S

det O = S2(p;-p,)

E possibile ricostruire dalla
osservazione dell’uscita i livelli X1 e

X, solo se i serbatoi si svuotano con
portate diverse!

O
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Lezione n. 15 ESEMPI DI SCHEMI DI CONTROLLO |

Prof. Alberto Isidori
41°22”

« Controlli di velocita
» Compact Disc
» Motore elettrico

Descrizione e modellazione di alcuni sistemi di controllo automatico

Due esempi di controllo di velocita
* Lettore di compact disc
* Motore elettrico

Il controllo di velocita in un lettore di compact disc

In un lettore di compact disk ci sono due parti in movimento, un piccolo tamburo circo-
lare che serve a mantenere il disco in rotazione e, in senso radiale, il meccanismo di
lettura del disco con una lente che scorre dall’'interno verso I'esterno. La lente serve per
focalizzare sul disco il raggio laser che serve alla lettura del messaggio musicale. Con-
trariamente a quello che succede nei dischi in vinile, quella che per analogia puo essere
considerata l'incisione, nei compact disc parte dal centro e si evolve in una spirale verso
I'esterno.

Quando il disco € in movimento, il fascio messo a fuoco dalla lente, deve focalizzarsi sul
disco e seguire la traccia dell’incisione. La traccia € composta da una serie di protube-
ranze, in realta sono dei piccoli buchi effettuati sulla superficie del disco dove in codice
binario il buco rappresenta un uno e 'assenza rappresenta uno zero. Questa sequenza
corrisponde, secondo una certa codifica, all'informazione musicale.

Il raggio laser deve rilevare la presenza di zero e di uno che, grazie ad un fotodiodo,
viene trasformata in un segnale elettrico, questo viene codificato, e questo da luogo al
segnale musicale.

| problemi di controllo in questo sistema sono due: controllare la velocita del disco, che
si deve evolvere secondo un profilo temporale prefissato, e far scorrere la lente dal cen-
tro verso la periferia. Nei dischi in vinile questo avveniva in modo meccanico, perché la
puntina seguiva l'incisione.

Il problema che si pone € determinare la caratteristica della velocita del disco mantenuto
in rotazione.

Lo schema relativo a questo problema € riportato a lato.

Il problema & mantenere costante la velocita tangenziale in fase di lettura perché solo in
questo caso la decodificazione avviene nel modo corretto.

La velocita di un punto che si trova a una distanza R dal cento del disco & proporzionale
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alla velocita angolare (Q) di rotazione del
disco e al raggio stesso. Questa velocita
dunque varia in funzione del punto in cui
ci troviamo.

All'inizio, nel punto R,, ci sara una certa
velocita v, = R Q; alla fine, nel punto R,, ci
sara una certa velocita v, = R Q.

Quello che vogliamo & che in ogni punto
del disco la velocita v sia costante, quin-
di deve essere costante il prodotto RQ e
questo rappresenta un requisito. R varia
nello spostamento lungo la spirale, per
cui dobbiamo anche variare conseguente-
mente Q.

Due grandezze che stanno tra loro in un
prodotto costante sono rappresentati geo-

metricamente da una iperbole.

Quindi passiamo dal valore di Q nel punto R1 di inizio lettura del disco al valore di Q nel
punto R2 di fine lettura del disco. Il profilo di velocita da seguire & un pezzo di iperbole
dal valore Q1 al valore Q2 in funzione di R.

A sua volta R € in funzione del tempo perché la lente che deve mettere a fuoco il raggio
laser si sposta in un tempo definito, quello della durata del compact disc, circa 60 minuti.

Quindi il problema di controllo automatico presente in questo caso €& quello di regolare
la velocita di rotazione del disco in modo tale che la velocita segua il profilo visto prima,
un andamento iperbolico decrescente in funzione del raggio.

L’andamento della velocita & una funzione ben precisa del tempo. Il controllo deve es-
sere fatto anche con una certa accuratezza in quanto l'incisione presenta “buchi” di
ampiezza 0,5 um (micron), con “passo” di 1,6 ym (rappresenta la precisione della lente),
dove per passo si intende la distanza lungo il raggio; la velocita di scansione é di 1,2
m/s (4,4 Mbit/s); la velocita angolare del disco varia da 200 a 500 giri/min, partendo dal
valore piu alto e rallentando verso il valore piu basso.

Controllo della velocita di una gabbia di laminazione

In questo schema come avviene I'ope-
r razione di laminazione in un impianto di
— O produzione dell’acciaio.

m M&;&;&;Un altoforno produce dei lingotti, che

sono blocchi di metallo a temperatura
> M molto elevata, di lunghezza 1 m, 1,5 m,
di sezione 10 cm circa. Questi lingotti de-
vono essere laminati in maniera tale da
ridurre lo spessore fino ad ottenere dei
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profilati, dei tondini, profilati piatti eccetera.

Il lingotto viene trascinato da un tappeto di rulli ed entra in quella che si chiama gabbia,
con due tamburi controrotanti, la luce libera di due tamburi & leggermente piu piccola
dello spessore dei lingotti, che, passando attraverso la gabbia, subiscono una riduzione
di spessore.

Questa operazione avviene attraverso gabbie fino ad ottenere uno spessore desiderato.

Il problema di controllo automatico che si pone nella gabbia di laminazione € quello di
assicurare che la velocita di rotazione dei due tamburi della gabbia rimanga al piu pos-
sibile costante durante il transito del lingotto.

Per mantenere costante la velocita c’@ normalmente un grosso motore elettrico, con po-
tenze elevate, dell’'ordine di un centinaio di KW. Il motore viene alimentato da un oppor-
tuno dispositivo, che pud essere a sua volta un generatore elettrico. Sullo stesso asse
del motore che trascina la gabbia, eventualmente con opportuni ingranaggi di riduzione,
c’e un dispositivo che deve misurare la velocita del motore.

Qui viene applicato il paradigma del controllo a retroazione, per cui se si vuole controlla-
re la grandezza, la prima cosa da fare & misurarla, poi utilizzare la misura per sviluppare
I'azione di controllo.

Nel caso del laminatoio occorre disporre di un tachimetro, che molte volte una piccola
dinamo; il risultato della misura deve essere manipolato per ottenere una grandezza
atta ad azionare il sistema, ovvero a comandare il nostro amplificatore.

Questa € una descrizione reale del sistema fisico, anche se schematizzata.

1 L’attuale obiettivo € quello di descriverne un
—_ modello, attraverso equazioni, quindi il primo
spazzole del collettoreproblema che si pone & quello di fare un mo-
dello del motore, che, essendo a corrente conti-
nua, viene rappresentato schematicamente con
il cosiddetto circuito di collettore o di armatura.

Con Q si rappresenta la velocita angolare del

motore.
ot o &lzico Ve la tensione che alimenta motore.
1 | € la corrente che fluisce nel circuito di
—— R
armatura.
-7 EUn motore e un dispositivo che converte
AR
v I'energia elettrica in energia meccanica.
Q. Le equazioni da scrivere sono quindi quel-

le che rappresentano quello che succede
dall’altra elettrico, e rappresentano un

dL R[ E =T bilancio della energia elettrica, e quello
JE r T che succede dal lato meccanico, e rap-

R L presentano un bilancio dell’energia mec-
canica.
— = Kmo‘ Per quanto riguarda il lato elettrico deve
T\r 1 essere scritto un circuito equivalente.
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Abbiamo due morsetti a cui viene applicata la tensione, nel circuito di armatura c’é una
resistenza importante, c’'é certamente una induttanza rilevante, che € quella che serve
a creare il flusso e 'interazione del flusso provocato dall'induttanza con il fuso di eccita-
zione € quello che produce la coppia motrice. Poiché il motore &€ in movimento occorre
introdurre un ulteriore componente che si chiama forza contro elettro motrice e rappre-
senta la tensione generata dal motore stesso per il fatto stesso che il motore si trova in
rotazione. Il motore in rotazione si comporta come una dinamo, genera una tensione, E,
che in genere tende a opporsi alla tensione V che ha posto il motore in rotazione.

La tensione E risulta proporzionale, secondo una costante K , alla velocita angolare Q.
Avendo scritto il circuito di possiamo ricavare I'equazioni, che sono del primo ordine.
La caduta di tensione sulla induttanza piu la caduta di tensione sulla resistenza piu la

tensione E, ovvero la forza contro elettro motrice) sono uguali a V, per il bilancio ener-
getico. Con E proporzionale alla velocita angolare.

Dal lato meccanico abbiamo che 'accele-
) razione angolare (dQ/dt) moltiplicata per
il momento di inerzia J € uguale alla cop-
[__o:lo ‘0 pia motrice C_ e dalla coppia resistente
meo J alﬂ - Cm-Cr C, che dipendera da eventuali attriti op-
pure qualunque tipo di disturbo che si
-1 =Cm_§)— (C"‘ K I)puo presentare sull’asse. Quindi questo
Km Ql = KmQl e il comportamento del sistema dal lato
meccanico.

L'espressione della coppia motrice & legata al fenomeno di conversione dell’energia
elettrica in energia meccanica.

La coppia motrice € proporzionale, secondo un coefficiente, alla corrente di armatura I.

Si noti come le due equazioni dipendono I'una dall’altra, la velocita angolare QQ compare
in entrambe.

Nella coppia motrice compare la corrente, che € incognita nell’equazione del lato elet-
trico.

La potenza dissipata sul motore, trascurando la dissipazione sulla resistenza, € pari al
prodotto El.

Questa potenza, se non ci sono perdite, quindi in condizioni ideali, si deve trovare dal
lato meccanico, cioé deve essere la potenza meccanica disponibile sull'asse.

Tale potenza meccanica e uguale a C_Q, la coppia motrice per la velocita angolare.

Andando a fare le sostituzioni della espressione di E = K Q e dell’espressione di
C_ =K I, c'élo stesso prodotto QI in entrambi i membri e quindi si semplifica.

Quindi in condizioni ideali di conversione perfetta di energia elettrica in energia mecca-
nica i due coefficienti K_e K ' sono uguali e per semplicita si lascia K .

Dunque il modello del motore € C_ =K 1.

rR[-rE— =¥

ko o (E“
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La modellistica dell’alimentatore
L'alimentatore € il dispositivo che deve

far funzionare il motore.

Al motore & un dispositivo che ha due
morsetti da un lato due morsetti dall’altro
lato. Dal lato motore ci interessa la tensio-
ne V e la corrente | che fluisce nel circuito
di armatura del motore. Dal lato comando
mettiamo una grandezza in ingresso che
chiamiamo u e che il comando dell’ampli-
ficatore. Nel sistema poniamo un simbolo
di amplificazione.

[ 1"{ I = Kbeornire la potenza elettrica necessaria a

Gli scenari relativi alle proprieta elettriche possono essere due, casi limiti, uno con una
corrente indipendente dalla tensione (modalita di alimentazione a corrente costante),
I'altro una tensione indipendente dalla corrente.

Parlando di corrente costante, si intende che costante rispetto all’attenzione ma non
rispetto ad altri parametri. In particolare il valore costante della corrente nella relativa
modalita di alimentazione dipende dal comando u.

La corrente costante | sara proporzionale al comando u secondo una costante K_, co-

stante di alimentazione o di amplificazione.

1 (.Ju:ht | Ka sono diversi,

“““k" " usato stesso
(W _j\f I=% simbolo, in
L‘E:(::&_} quanto le equazioni

saranno usate

V ) V=K~ separatamente
'\ a corrente costante, con la
caratteristica teorica e

~\ T L quella reale
———— a tensione costante,
5 con la caratteristica teorica
I e quella reale
trere,
= ¥, W
W) 1=K
T lewsiowk
Cos

V= Ka%

schema a blocchi,
ovvero il flusso delle azioni di controllo

La seconda possibilita € quella in cui la
tensione V e indipendente dalla corrente
circolante. Questa modalita di funziona-
mento € detta a tensione costante.

Notare che la tensione e costante rispetto
alla corrente, ma non lo é rispetto al co-
mando, anzi essa dipendera dal coman-
do secondo una legge di proporzionalita
del tipo V = K u. | K, delle due leggi non
sono uguali.

Dalle equazioni possiamo determinare il
modello.

Modello a corrente costante

[l primo modello che sara analizzato ¢ |l
piu semplice ed & quello che modella |l
motore alimentato a corrente costante.

E pedagogico seguire il flusso di coman-
do, o altrimenti detto flusso di azione di
controllo.

Partendo dal comando u, esso determina
il valore della corrente che viene iniettata
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nel circuito di armatura. La corrente & proporzionale ad u secondo un costante K_. Da
questa considerazione determiniamo un primo blocco K, nel relativo flusso.

Quindi la corrente | € l'uscita di un siste-

I B (04 | SErRITE =T( @) M3 avente ingresso u e avente una fun-
hal = . . .
T"'{ IO:E"" (&%=" Zione di trasferimento elementare Ka.

( - . . . .
et 3 Ny A In questa lparhcolare. situazione possia-
Durm aic Ve Eat 5 ot (c _,&I) mo tranquillamente ignorare quello che

v o . = - . , .
g scndrlr ) lot succede alla tensione perché se voglia-
. 1 mo sapere quanto vale la velocita é suf-
— ¥, ficiente considerare I'equazione in cui

C =K.

3 40 k. X = Cr
ot coppia motrice - coppia resistente

che dovra essere trasferita in un sistema a blocchi.
Per costruire uno schema a blocchi, facciamo finta di conoscere C . Da questa conside-
razione possiamo continuare a scrivere nello schema blocchi, ricavando prima C_, poi
la differenza di C_ con C_(ottenendo il membro destro della equazione, con lo scopo
finale di ottenere Q) e poi, dividendo per J (iota), ottenere dQ/dt.
Integrando questo otteniamo Q.

Quello che abbiamo ottenuto € un mo-

1 (el Lgérchﬁ ;‘(( o) dello che rappresenta il flusso dell’azione
e = . . y ‘o
.h"i IO:K w (E=Rat i controllo, il comando sull’amplificatore
@ : In comanda la corrente, la corrente coman-
Sty J 5= Cm-Cr

T (c T da la coppia motrice, la coppia motrice
" insieme alla coppia resistente comanda-

no la velocita angolare. C’é una sorta di

visione causa-effetto di tutti i fenomeni.

2 La quantita Cr € inizialmente non spe-

cificata, ma essa pud essere in qualche

Cs G FOL modo descritto. Cr & la coppia resistente

che rappresenta la resistenza al movi-

mento, in genere si tratta di attriti, dissipazioni di energia sotto forma meccanica. Con-

siderando la situazione piu semplice Si assume che la coppia resistente sia pari ad

un certo attrito costante, o disturbo costante Cd. Nel caso del laminatoio pud essere il

lingotto che impatta la gabbia, questa pud essere una coppia disturbante costante, fissa

rispetto alle altre grandezze. Poi ci sono dei termini che dipendono dalla velocita. Infatti

se un corpo € in movimento in un mezzo che ha una certa viscosita, come quella dei

cuscinetti a sfera su cui sono appoggiati tutti gli assi in rotazione, c¢’é una forma di attrito
che e proporzionale alla velocita.

Tutto questo e formalizzato nella equazione C = C, + FQ.
Con questa ulteriore informazione lo schema pud essere completato.
Il termine C € la “coppia disturbante”, che dipende in qualche modo dall’esterno. E cioé
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un agente esterno al sistema.

Da tutto questo possiamo riscrivere uno
schema a blocchi dettagliato.

Quindi quello che abbiamo visto € come
fare dei modelli elementari, modelli che
sono sotto forma di equazione di stato,
con la corrente e la velocita che sono va-
riabili di stato del motore. || motore & un
sistema con lo stato a dimensione due,
gli ingressi sono il comando u e la coppia
¢ Faquazioni (di stato) disturbante Cd. L'uscita & Q.

Abbiamo poi fatto lo schema a blocchi
E T dettagliato, in cui sono dettagliate le di-

e Scliema a blocchi detlagliato

B

K. K

verse grandezze con il massimo di tagli

) possibile. Ogni variabile delle equazio-

(_'E: Kmn' ni corrisponde, nello schema blocchi,
ad una freccia. Il legame tra le variabili

e rappresentato dalle diverse funzioni di
trasferimento elementari indicate all’inter-

J c:’S)— - Cm - Cr no dei singoli blocchi.

Lg—%t—?\fﬂ-

dt I)
(ot
* Composizione dei modelli (comando= T ) Per semplicita si potrebbe riassu-
in corrente cost. mere tutto in uno schema piu sin-
Lavsiowd A2 Cm-(Cd+ FQytetico che fa intervenire funzione di
Al whde  J Tg= trasferimento.

! ’ - u . . .
‘1?;“; d";drﬂz‘ V=Ka ‘?. Possiamo ad esempio mettere in-
I sieme il legame tra u e Cm con un

S solo blocco.
T

J B2 Cm-(Cd +FO)

P Per ricavare FQ posso usare la trasformata di Laplace.

J_;iLL*'F_{L-_ C-W‘I_— Cd
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Modalita di controllo a tensione costante
Nella composizione dei modelli il comando € V, in tensione costante.
Si realizza lo schema a blocchi, dal comando u, seguendo le azioni del flusso di con-

trollo.
e ,’/J[ n[*" -_:T.
L5y R
,f;ﬂj;’flr il s
, 7 ‘
Y - ____J-‘ Lo pzitwd A5 - CI’FQ)
: $gth\«h. J 'd—e_= C (
.ﬂ,,’;..‘(q( oo \’ = K"J T\
APred s ?. |
). R1 31 =
- -
1
L
e
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A questo punto lo schema non & completo perché E non &€ una grandezza indipendente,
ma dipende da altre grandezze. Infatti E = K_Q.

Quindi per completare lo schema e determinare la quantitd E occorre la parte dello
schema disegnata prima con il modo in cui la coppia motrice e la coppia disturbante
influenzano la velocita angolare.

Conoscendo la velocita angolare, moltiplicandola per K., ottengo E.

Fatto questo lo schema € quasi completo e per completarlo serve per esprimere il modo
in cui C_ dipende da I.

Questo 'abbiamo visto prima, C_ = K_|. Quindi avendo ottenuto I, lo schema si comple-
ta.

Questo schema risulta piu complesso del precedente, ma € quello in uso.
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Lezione n. 16 ESEMPI DI SCHEMI DI CONTROLLO 1l

Prof. Alberto Isidori
41°06”

Continuiamo ad analizzare il controllo di velocita.

Nel modello di un controllo di velocita abbiamo visto:

» Motore (in corrente continua)

* Alimentatore

» Composizione dei modelli (comando = I, comando in corrente)
» Composizione dei modelli (comando =V, comando in tensione)

La composizione dei modelli pud essere fatta in diversi modi.

Tipi di modello

» Equazioni di stato

» Schema a blocchi dettagliato
» Schema a blocchi sintetico

* Controllo a retroazione

A lato le equazioni di stato nel caso del
i1 Tk I| E’f:, motore con controllo di velocita.
V-E= LRI V-E= s ’Lc:-a Le equazioni sono due, le due variabili di
CaCa: 18E+FL C-Q1s IR Q= 57F  stato sono la corrente nel circuito di ar-
matura e la velocita angolare del motore.
Gli ingressi al sistema sono la tensione
V di alimentazione del motore e la cop-
pia disturbante C, agente sul motore. Tali
equazioni possono essere distinti anche
2L in termini di schemi a blocchi, Il cui sche-
ma, non semplice, é riportato a lato.

In questo schema possiamo seguire flus-
so dell'azione di controllo, la tensione u
di comando dell'alimentatore fornisce la
tensione V di comando del motore, ed € ad essa proporzionale secondo la costante Ka.
Poi la tensione V meno la coppia elettro motrice E (forza contro elettro motrice) produce
la tensione agente nel circuito di armatura. Dalla tensione agente nel circuito di armatu-
ra passiamo alla corrente nel circuito di armatura. Tale corrente determina una coppia
motrice proporzionale alla corrente stessa secondo il coefficiente Km. La coppia motrice
meno la coppia resistente produce la coppia attiva nel carico meccanico (I/J) e da que-
sta coppia attiva nel carico meccanico si produce la velocita angolare.
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Questo € uno schema dettagliato del circuito, ma & possibile anche passare ad uno
schema sintetico, manipolando le equazioni di stato.

In particolare, facendo la trasformata di Laplace alla prima equazione si ottiene:
V-E=sLI+RI=>1=(V-E)/(SL+R)

Da questa equazione deduciamo la corrente |, data da V - E divisa I'impedenza sL + R.
La stessa manipolazione pud essere effettuata sulla seconda equazione, ottenendo:
Cm-Cd=sJQ+FQ=>Q=(Cm-Cd)/(sd +F), incuisd +F &limpedenza meccanica

Utilizzando le due relazioni ottenute tramite trasformata di Laplace possiamo ottenere
uno schema a blocchi piu semplificato del precedente, meno dettagliato.

Ca-Ca= ij'%ﬂm' Gz SO

V- CL
V-E-= <l T4RI I 3L+f.f, " V T 1 Cni- T la

FQ Ce- CA j ;-_L:[-{ K + i;:f:
. + * |
Ca(1= 5382 2=.34F lE T ¢

Lo schema a blocchi semplificato € del tutto equivalente allo schema precedente, esso
e piu semplice perché sono state eliminate alcune variabili intermedie.

Si noti come siano stati sostituiti tre blocchi dello schema precedente con un unico bloc-
co nello schema semplificato in due parti.

Il controllo a retroazione della velocita angolare

Ricordando il paradigma del controllo a retroazione, quello che dobbiamo fare, se vo-
gliamo controllare la velocita, é di effettuare una misura della velocita stessa, confron-
tarla con il valore desiderato, detto valore di riferimento. Il confronto da luogo ad un
errore, una differenza fra il valore desiderato ed il valore effettivo e, sulla base di tale
errore, si tratta di sviluppare I'azione di controllo.

Questo tipo di operazione da luogo ad un ulteriore tipo di schema a blocchi, come ripor-
tato di seguito.
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In questo schema a blocchi il motore &

lc" chiuso in un unico blocco, l'ingresso ¢ |l

comando u sulla alimentazione del mo-

tore. C’€ poi un altro ingresso che ¢ la

coppia disturbante Cd, che, nel caso di

controllo della velocita del laminatoio

MISURA | ‘ puo rappresentare I'impatto del lingotto |l

f transito del lingotto stesso nella gabbia,

mentre nel caso del controllo della veloci-

ta del compact disc la coppia disturbante puo rappresentare gli effetti di materiali inde-

siderati, di attrito, polvere, che fanno si che la velocita pud essere diversa da quella che
viene programmata.

L'uscita del motore €& la velocita angolare, che deve essere misurata con un dispositivo
tachimetrico. L'uscita del dispositivo di misura, indicata ancora con Q, & una grandezza
che viene portata a confronto con la velocita angolare riferimento, che &€ un dato fornito.
La differenza tra la velocita di riferimento e la velocita effettiva prende il nome di errore
e si tratta di un errore di velocita. L'errore viene elaborato da un dispositivo di controllo.

Questo € lo schema base di un controllo in retroazione di una velocita.

Q¢ +__errore u Q
CONTROLLO—% MOTORE

v

Tutto il lavoro consistera nello sviluppare metodi di analisi e, successivamente, metodi
di progetto per la parte che & stata indicata come controllo nel blocco.

Prime analisi quantitative

» Equazioni di equilibrio. Vogliamo vedere cosa succede il sistema quando tutto € co-
stante, quando le diverse grandezze (corrente, tensione, coppia, velocita) sono costanti.

La relazione fra V e u & una relazione co-
siddetta statica, quindi possiamo sempre
dire che V = k_u.

a1 %

Per quanto riguarda I'equazione che de-

E K " - termina la corrente, se la corrente & co-

Vakou stante, la sua derivata rispetto al tempo &
V-E=RI (E=t.0) nulla, quindi V - E = RI. Dobbiamo inoltre

Cm -Cd=FQ (conCm =Kml) ricordarci che la quantita E & E =k _Q.
Per quanto riguarda la coppia, se la ve-
locita angolare & costante la sua derivata
rispetto al tempo € nulla, quindi la cop-
pia motrice meno la coppia disturbante é
uguale a FQ, ovvero C_ - C = FQ. Ci dobbiamo ricordare che C_ =K .

Queste tre equazioni sono quelle che caratterizzano I'equilibrio nel motore.

Il motore € un oggetto che ha per ingresso u, C,, e come uscita Q.

Alcune variabili possono essere eliminate, in particolare quelle intermedie, ovvero V e |.
Quindi si deve ottenere una relazione che esprime Q in funzione diu e C..

Si devono eliminare le variabili V e | dalle relazioni. Quello che si ottiene é:

Le equazioni che
caratterizzano I'equlibrio nel motore
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A
0= - -~ - R
u:)l'fu" FR*K"‘l [K“' Koo \\I_\‘wr{.ghl
Relazione statica che lega la velocita
angolare, il comando dell'amplificatore,
la coppia disturbante, nel caso in cui
il sistema sia in equilibrio.

esso e controllato in retroazione, ci sono

1 Relazione relativa al motore, siccome
altre relazioni.

A fianco lo schema del controllo a retro-
azione.

,Q— Interessa vedere come la velocita ango-
lare Q € legata alla coppia disturbante C,

il controllo u & proporzionale all’errore Ci
\

Qag ET—% gt

. CONT I e alla Q di riferimento, che sono gli in-

+ ' - gressi del sistema completo.
e Gli ingressi del motore sono u e C, dal
_Q_ momento che é stato chiuso I'anello di
ng controllo, il sistema completo ha come in-

gressi la velocita angolare di riferimento
e la coppia disturbante.

Si tratta di riscrivere una nuova equazione e, di nuovo, di eliminare le variabili.
La nuova equazione ci dice come u dipende dall’errore.

u = Ke(Qrif - Q) Il caso piu semplice & quello in cui il con-
L, K del controllo trollo u & proporzionale all’errore.

. Dalle equazioni possiamo eliminare la u,

Coefficiente del controllo, che gioca il ruolo di variabile intermedia

omega di riferimento ed effettivo tra le due equazioni.

_ K'K.K.K, _ K'R c Dalla eliminazione della u si ricava I'e-
1+K'K, KK, Y 1+K'K_K,K. ¢ quazione a lato.

' Dalla equazione ricaviamo delle osser-
ove K ——1— q
FR + K,

vazioni interessanti. La formula della se-
conda riga riassume un certo numero di
coefficienti. La formula principale mostra
come la velocita angolare effettiva dipende dal valore di riferimento che ¢ il valore desi-
derato e dipende dalla coppia disturbante che € un agente esterno al sistema. Ci sono
poi un certo numero di parametri. Alcuni dipendono dal motore (R, la resistenza interna
del motore, Km, la coppia motrice, e F, I'attrito viscoso) perché sono parametri costruttivi
del motore, su cui non si pud fare nulla. Altri parametri possono in qualche modo essere
scelti, in particolare i parametri K_ e K, in cui Ka rappresenta il guadagno, il coefficiente
di amplificazione dell'alimentatore che alimenta motore; K_ rappresenta, nel dispositivo
di controllo, il legame di proporzionalita tra errore e comando dell’alimentatore. Per va-
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lori molto grandi di questi due parametri la velocita effettiva tende a quella di riferimento,
cioe l'errore € il piu piccolo possibile.

Quindi, applicando le prime analisi quantitative, avevamo stabilito le equazioni di equili-
brio, ora siamo giunti a osservare delle proprieta del controllo a retroazione.

Le proprieta osservate sono le seguenti.

* Quanto piu K_e K_sono grandi, tanto pit I'errore piccolo.

Di conseguenza

* Protezione da disturbi esterni (coppia disturbante nel nostro esempio)

* Protezione dagli errori di modello (cioé derivanti dagli altri parametri del sistema)
Questa formula molto importante in quan-

— K'KnKaK. Q .- K'R o to riassume I'essenza stessa del control-
1+K'K K&, 7 1+KK KK, lo a retroazione. Aumentando il valore di
certi guadagni si puo rendere piccola la

1 differenza tra il valore desiderato e il va-

ove K'=———5
FR + K, lore effettivo della grandezza controllata.

Dobbiamo perd fare attenzione ad una

cosa, in realta non siamo libere di sce-
gliere i valori dei due parametri grande piacere. Ovviamente ci sono delle limitazioni
tecniche, ma ci sono anche delle limitazioni concettuali per quanto riguarda il funziona-
mento del sistema.

Scegliendo Ka e Kc molto grandi il sistema di controllo pud diventare instabile, possono
venir fuori delle oscillazioni, per cui la velocita angolare non tende all’equilibrio deside-
rato.

s s P P P Pt P P P P P P P P P P P P P P P P P P P Pt P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P Pt P P Pt Pt P P P P Pt P Pt P P Pt P

Il modello di un regolatore di livello

L'approccio a questo modello € simile al precedente, faremo una semplice modellistica
e poi trarremo delle considerazioni qualitative.

Il problema é che, dato un serbatoio che

rIIIIITY contiene dell’acqua, vogliamo controllare
il livello dell’'acqua nel serbatoio. Il serba-
| I toio a due connessioni idrauliche, una e

verso una utenza che, in generale, € im-
prevedibile. La seconda € un rifornimento
con una pompa che per regola acqua da
un acquedotto e tende a mantenere il li-
vello costante nel serbatoio. La pompa &
comandata da un motore che & uguale a quello visto nel precedente modello. Cioé & un
motore a corrente continua a eccitazione indipendente. Il motore € a sua volta alimenta-
to da un alimentatore con le proprieta gia viste in precedenza, nel controllo di velocita.
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Quello che dobbiamo analizzare é il modello del serbatoio e il modello del motore (in
corrente continua). Poi effettuare una composizione dei modelli.

i_ Il serbatoio pud essere schematizzato come
/.77 T’B\_ nella figura a lato, in cui h & il livello desi-
'V‘ derato. Poi ci sono due condotte, quella di
rifornimento a sinistra caratterizzata dal-
\/= AP\, la sua portata, definita come Q ; e quella
\ | I che porta 'acqua all’'utenza, caratterizzata
— ‘a“" dalla portata Q_, viene utilizzata la lettera
@I 4 d perché rappresenta il disturbo in quanto
o] d_\_(____ @r - rappresenta‘un qualcosa che non possiamo
ot < conoscere. E dunque un disturbo dal punto
Ac_l_l,__ k .Q_- Q di vista del controllare il livello.
Jt = TP « Il modello matematico che deriva dallo

schema & semplice perché si tratta di un
equilibrio di volumi.
In sostanza la variazione del volume nel tempo (dV/dt) &€ uguale all’acqua che entra meno
I'acqua che esce (Q - Q).
Vogliamo controllare I'altezza immaginiamo che il volume dell’acqua sia relativo ad un’a-
rea costante, quindi pari ad un’area per l'altezza h.

Quindi la derivata di V rispetto al tempo diventa A che moltiplica la derivata di h rispetto
al tempo.

Dobbiamo stabilire quanto vale la portata di acqua di rifornimento: essendoci una pom-
pa si immagina che tale portata sia proporzionale alla velocita di rotazione della pompa
secondo un certo coefficiente, che definiamo Kp.

Quindi Q, = K Q. Q, € una quantita esterna, che scriviamo a parte.

La relazione trovata (A dh/dt ...) pud essere descritta con uno schema a blocchi.

CAd F | dh
-'L—-"-‘\ QGr |- 1 St .ﬂl L. .
‘\"' _9;_{5_ . - —)-m* Questo € il modello della pompa, con il
Ay MO0 P — motore che alimenta la pompa.
L === =77 questa pudessere Il motore ha un ingresso u che ¢ il co-
la “portata utile” mando del motore. Nel motore deve es-

sere considerata una coppia disturbante, che pud rappresentare I'effetto di attriti indesi-
derati, o di avarie che si presentano nel motore durante il funzionamento.

Il modello matematico del motore € quello ricavato precedentemente.
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Cd Questo & il modello del motore.

| ~ ﬂ_Notare che Q e l'ingresso al mo-
O dello del controllo del livello.

Di seguito uno schema a blocchi che rappresenta la composizione dei modelli nel nostro
sistema di controllo.

~{x

Passiamo a descrivere il controllo a retroazione.

Basandoci sul paradigma del controllo a
lCd le retroazione dobbiamo fare una misura di
hit  <+errore U Q h una grandezza controllata, che € l'altez-
> controllo. - motore = serbatoio za del liquido nel serbatoio. Questo puod
essere fatto a mezzo di un galleggiante e
1 trasdurre la posizione del galleggiante su

misura * ' una grandezza elettrica.

Ottenuta la misura della grandezza con-
trollata essa viene confrontata con il valore desiderato e viene definito I'errore, lo spo-
stamento dal valore desiderato rispetto a quello misurato. Sulla base dell’errore svilup-
piamo I'azione di controllo.

Dallo schema sopra, si evince I'anello di controllo.
Il controllo sara il riferimento dello studio.

Passando alle prime analisi quantitative, studiamo le equazioni di equilibrio del sistema.
Le condizione di equilibrio del motore sono le stesse considerate in precedenza.

Quella di riempimento del serbatoio &€ semplicemente Q - Q, = 0. E, date le relazioni che
intercorrono, si ha che K Q = Q..
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Condizioni di equilibrio del motore.

0= K (kK- RCL)

U= Kc. (kf;{—kS

Mettendo tutto insieme, eliminando le variabili intermedie (u e Q), si ottiene :

1 1
h-h_, = +——C
nf A'PK'A'MA'“KCQJ A' mh'“h'c ‘

La formula ha una struttura analoga alla precedente.
Con analoghe osservazioni.
| parametri liberi per i progettisti sono K_e K .
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Lezione n. 17 ESEMPI DI SCHEMI DI CONTROLLO i

Prof. Alberto Isidori
42'44"

Nella rassegna di sistemi elementari di
controllo, rimane da concludere l'argo-
Cd Qd : . .
mento relativo al controllo di livello finen-
Q h' do le analisi quantitative che avevamo
iniziato a fare.

Il sistema in studio & quello indicato dallo

misura 3 _ schema blocchi a lato.
N

1 1
h. —
" HPK'K"‘K“KCQ"

hit <+ errore

u
controllo —h{motore = serbatoio

Nella relazione che esprime I'errore i pa-
P — rametri che possono essere in qualche

K,,,KaKc I modo scelti sono K e K, mentre gli altri
sono dipendenti dalla struttura del siste-
ma, in maniera analoga all’esempio studiato del motore elettrico.

Scegliendo tali parametri grandi otteniamo un piccolo effetto sull’errore di eventuali di-
sturbi di coppia sul motore. Questo ha come conseguenza la protezione la disturbi e la
protezione da errori di modello, che sono una nostra scarsa conoscenza sui parametri
che caratterizzano i diversi componenti del sistema.

| vantaggi del controllo a retroazione sono che ignorare I'effetto dei parametri o I'effetto
di variazioni nel tempo dei parametri & attenuato dal sistema stesso.

Un valore troppo elevato dei parametri non puo essere scelto a causa della possibilita
di fenomeni di instabilita.

h-
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Modello di un regolatore di temperatura

esistenza corazzata o eeob@ Lo schema & abbozzato a lato, con uno

per scaldare il liquido D: scambiatore di calore.
Abbiamo una resistenza, in cui si dissipa

livello del liquido i potenza, alimentata da un circuito elet-
piastra in rame —|Htrrrres trico. La modalita di alimentazione é ab-
amplificatore bastanza interessante, & una modalita di
— diodo alimentazione che consente di sprecare
i @ poca energia nel processo di controllo.

generatore . . .
— Nel circuito abbiamo un generatore (~),

con un diodo controllato che comanda |l
passaggio della corrente a seconda di certe indicazioni che arrivano dal’amplificatore,
posto a sinistra, un amplificatore un po’ speciale che, dal punto di vista funzionale ela-
bora un comando in ingresso per aprire la conduzione del diodo e fare in modo che sulla
resistenza venga dissipata la quantita di calore desiderata.

In alto abbiamo un sensore, una termocoppia che € lo strumento destinato alla misura.

Per prima cosa analizzeremo il modello matematico degli scambiatori di calore.

Abbiamo una piastra di rame che assicura una buona conduzione del calore, una resi-
stenza R, una parte alta in cui c’¢ il liquido. Assumiamo che lo scambio di calore avven-
ga solamente tra la resistenza e il liquido e dal liquido verso I'ambiente esterno, e che
le pareti siano un isolante perfetto.

T .. Dobbiamo scrivere dei bilanci termici.
= "_\.! 'sk'gh -y L.Qv'l" . N . .

A* Bleeae Rec: [l primo & lo scambio di calore tra la

T_F% errT eI 4 resistenza e il liquido.
.ﬂ-mﬂf‘ P :KL(E— | )2 Sulla resistenza R si dissipa una certa

¢ p Y
/JE b 3 valida in condizioni di equilibrio Iary potenza P che verra trasmessa dalla
£ R . - : ]
T P=k, (T—-T)+C, & ) resistenza al liquido. Interviene un co
S " efficiente di trasmissione K,; la quan-

valida in condizioni di non equilibrio, 1

ha carattere generale. tita di calore trasmessa dipende dalla
differenza tra la temperatura T_del ri-

scaldatore e quella del liquido, temperatura T, che sara la variabile da controllare nel
nostro problema.
P =K, (T _-T)in condizioni di equlibrio. Ma all’accensione T, subira un variazione, di cui
tener conto.
Della potenza che viene dissipata nella resistenza, parte se ne va nel liquido e parte
contribuisce a innalzare la temperatura della resistenza stessa, proporzionale ad un
coefficiente di capacita termica definito come C1.

La seconda relazione rappresenta il bilancio delle potenze, con la potenza dissipata che
e uguale alla potenza trasmessa piu la potenza che contribuisce alla variazione di tem-
peratura. E il bilancio termico nella resistenza in condizione di non equilibrio ed & una
relazione piu generale. Questo ¢ il primo bilancio, tra la resistenza ed il liquido.

Assumiamo che ci sia scambio di calore fra la resistenza é liquido perché altrimenti il
riscaldatore ad un certo punto esploderebbe.
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Resishraa — Liqeids

° Blauae .

2‘ Riloves

EE

dle o equlb

E - K‘(Tk’r3+c

variabili di stato: Tr, T

rappresentazione di stato 'L’ }.’4 (Tk‘T)'*' q at f“' )
atr
CZ

ingressi: P, potenza dissipata = comando
Ta = disturbo

Poi ¢’é un’ulteriore bilancio tra il liquido e 'ambiente esterno.

L'energia termica che entra nel liquido € quella che viene trasmessa, pari a K (Tr - T).
Parte di questa energia viene ceduta all’esterno, alllambiente, secondo una legge ana-
loga a quella vista precedente, con un certo coefficiente di trasmissione, C2, diverso da
C..

K, (T .- T) = K,(T -T); in condizioni di equilibrio. Quindi, in equilibrio, il liquido dal punto
di vista della generazione di potenze € passivo, riceve potenza e ritrasmette potenza.
In condizioni non di equilibrio c’e, come nel caso precedente, una variazione di tempe-
ratura.

K, (T.-T)=K/(T-T) + C, dT/dt; questa rappresenta il bilancio termico del liquido.
Abbiamo ottenuto una rappresentazione con lo spazio di stato.

Le variabili di stato sono Tr e T, le grandezze che sono derivate nelle equazioni differen-
ziali del primo ordine.

Gliingressi sono P, che € il comando, e Ta, la temperatura dell’ambiente che e un distur-
bo. E un disturbo in quanto non c’&€ nessun modo di controllare la temperatura dell’am-
biente. Possiamo controllare la potenza dissipata P intervenendo sul relativo circuito
elettronico di comando, ma non possiamo controllare la temperatura dell’ambiente.
Vogliamo mantenere la temperatura del liquido ad un valore desiderato qualsiasi sia la
temperatura del’ambiente.

J/ | = schema
ho [ del sistema,
del quale
%7 fare uno schema
dettagliato
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Da quello che € uno schema del sistema dobbiamo ottenere uno schema a blocchi det-
tagliato che descrive come é fatto il modello e come si susseguono le diverse azioni di

controllo.
Ta T
dTr '
T EREEra i + \ T K
+ "T\ i S + k’1 A ?; S + C
LT N
\C R T) k’-t\."a)
— N — N —
— 5 analoghi ¢_/_/

Nello schema si notano due moduli analoghi, ottenuti per mezzo delle due equazioni
ricavate in precedenza. | due moduli hanno delle interconnessioni che complicano la
successiva semplificazione dello schema.

Questa € la modellistica dello scambiatore di calore e quest’'ultimo schema € lo schema
dettagliato.

Si ricorda che per descrivere i modelli si possono scrivere delle equazioni di stato, si
possono fare degli schemi dettagliati che traducono, operazione per operazione, quello
che é scritto nelle equazioni di stato. In tali schemi ad ogni prodotto compare una molti-
plicazione per un blocco, ad ogni somma compare il relativo simbolo di somma, ad ogni
operazione di derivazione o di integrazione corrisponde il relativo blocco. Dagli schemi
dettagliati possiamo inoltre passare a degli schemi semplificati, cosa che faremo nel
caso del modello del controllo di temperatura.

Notiamo che ci sono due anelli, quello con K1 e quello con K2. In questo caso non &
facile eliminarli come nel caso del motore: il primo anello € soggetto ad un ingresso
che viene dall’esterno, quello in cui si sottrae T, per cui sembra essere un anello a due
ingressi. Per semplificarlo dobbiamo fare delle manipolazioni preliminari, a tal fine trat-
teremo una digressione sugli schemi a blocchi, per determinare la semplificazione degli
schemi a blocchi di tale genere.
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Digressione sugli schemi a blocchi

Analizzando l'anello abbiamo 1/C e successivamente il blocco di integrale, poi entra
qualcosa e poi ¢’ un qualcosa che gira di sotto con un certo blocco (K1).

Quello che vogliamo ottenere € riuscire ad esprimere con un formalismo generale tutto
quello che succede in un blocco di questo genere

Questo schema e simile allo schema successivo, a carattere generale.

d
dTr .
* EREE TR | - ' "4 " L LR
O | Ok J e -
k\C‘;'T) H(S) | ————d
Abbiamo il cosiddetto schema base di un con-
trollo a retroazione, di un anello, a destra. y= 1 + Gis) r
C’& un legame tra u e z, rappresentato da una 1+G(s)His) 1+ G(s)His)

certa funzione di trasferimento G, in cui G &

una funzione generale. L'uscita z viene sommata ad un certo ingresso esterno d, e si ha
una uscita y, che viene moltiplicata per una ulteriore funzione di trasferimento H, gene-
rica. Il risultato di questa ultima operazione viene portato in sottrazione al riferimento r.

| segni algebrici usati sono convenzionali ed hanno effetto relativo sulla relazione finale,
che determinail legame trar,d e y.

Se essi cambiano allora dovra essere cambiato il segno alla relativa funzione (H o G),
“‘mutatis mutandis”.

Notare che z non & 'uscita del sistema, ma € una variabile accessoria.
Dallo schema si passa alle equazioni.
Le relazioni sono tutte in termini di trasformata di Laplace.

Per inciso, la trasformata di Laplace della grandezza y & uguale alla trasformata di
Laplace della grandezza G piu G volte la trasformata di Laplace della grandezza u.

Abbiamo una prima relazione che esprime il lega-
metray, de u.

Dobbiamo scrivere una seconda relazione che
esprime il legame trau, reyy.

Poi dobbiamo eliminare u, sostituendolo nella pri-
{ ta = dry = A,,-i- G@)LL ma equazione, ottenendo una equazione y = ...,

si raccoglie y da una sola parte e si ottiene la real-
ws ¥ H(s)j zione finale, come da immagine successiva.
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?"3: de = - B ‘.w:nu""\

Ca=t-HE -

A L= HEY y= e G Y-HOY]

4 = 44 6O1 ~ GEYHEY FORMULA DI NOTEVOLE

[L+6OH]y = oL+ @AY IMPORTANZA.

Questa formula esprime il legame tra l'uscita y del sistema e i due ingressir e d.

Il primo termine dell’equazione €& la funzione di trasferimento tra d e vy, tra disturbo e
uscita, e rappresentano il modo in cui disturbo influenza l'uscita.

Infatti, il termine d gioca un ruolo di disturbo, il termine r gioca un ruolo di riferimento e
questo spiega la terminologia adottata.

Il secondo termine dell’equazione rappresenta il modo in cui il riferimento r influenza
l'uscita y.

o s P o P P P P P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P

Applicando quanto visto al model-
lo di regolazione della temperatura,
abbiamo quanto segue.

&N 4
) ' (a4
/.

(d

4 G s
j: U[ + r
A+ G esdHesd A+ GesyHen J)
4
{ s 5 4

= U+ . ,
=& CsrF, P Questa ¢ la formula finale.

Questo significa che dallo schema iniziale
con l'anello possono ottenere uno equiva-
lente sempilificato.

Si parte da P per generare il relativo termi-
ne, poi si parte da T per generare il relati-
vo termine, poi si somma e si concatena,
ottenendo uno schema equivalente sem-
plificato.
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Lo schema risulta piu semplice perché non ci sono anelli che si chiudono. Le funzioni di
trasferimento, perod, sono piu complesse in quanto questo & quello che succede quando
si eliminano delle variabili.
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Lezione n. 18 ESEMPI DI SCHEMI DI CONTROLLO IV

Prof. Alberto Isidori
41°04”

Proseguiamo con I'analisi del modello di un regolatore di temperatura.

Nella scorsa lezione abbiamo visto che il modello € uno schema complicato, abbiamo
cercato di semplificarlo eseguendo alcune manipolazioni degli schemi a blocchi.

In questa lezione vedremo un ulteriore metodo di semplificazione, usando le equazioni
di stato, le rappresentazioni con lo spazio di stato, per passare da una descrizione del
sistema in termini di equazioni del primo ordine a una descrizione del sistema in termini
di funzioni di trasferimento.

saziovs W
AT’! = [?“ kl (T¢_T)1 chd'ﬁﬂ
, y =T

Ricordiamo il bilancio termico per il riscaldatore. La variazione di temperatura moltipli-
cata per la capacita termica & uguale alla potenza erogata dal riscaldatore P meno la
potenza trasmessa al liquido riscaldato, pari a K (T _- T). T_é& la temperatura del riscal-
datore, T € la temperatura del liquido che viene riscaldato.

C’e una seconda equazione, riguarda il bilancio termico del liquido riscaldato. La varia-
zione di temperatura moltiplicata per la capacita termica € uguale alla potenza trasmes-
sa dalla riscaldatore meno la potenza erogata all’esterno, proporzionale secondo un
coefficiente di trasmissione K, alla differenza tra la temperatura del liquido e la tempe-
ratura dell’ambiente.

Le due equazioni sono equazioni differenziali del primo ordine e quindi equazione di
stato del sistema.

Vogliamo manipolare e due equazioni di stato in maniera tale da arrivare a poter scrive-
re 'espressione delle funzioni di trasferimento che legano gli ingressi al nostro sistema,
ovvero la potenza immessa dal riscaldatore e la temperatura del’ambiente che € una
7 grandezza indipendente e svolge

e :;;‘;;“' il ruolo di disturbo, all'uscita del si-
é‘_rg_; 1[?— € (T:“T)] : stema che € la grandezza che vo-
dt (L= T )] 5=T gliamo controllare, ovvero la tem-

%{.:%(K,CTR"T)“ K, CT = peratura del liquido, che si vuole
. )

} - mantenere costante. Quindiy =T.
x=AwtBu  ¥y=°%
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A questo punto passiamo al formalismo delle variabili di stato, che comporta scrivere
equazione nella forma x = Ax + Bu, dove x & lo stato, u all'ingresso e y = Cx & l'uscita.

Per fare questo dobbiamo introdurre il vettore x, calcolare la matrice A, e scrivere le
equazioni conseguenti.

L'ingresso u € un vettore a due componenti, P e T,
Il vettore di stato x & un vettore a due componenti, T e T.
L'uscita y & un vettore ad una sola componente, ed € la grandezza T.

Te
)(::’ Questo ¢ il vettore di stato.

T

Per ottenere la forma desiderata occorre dividere per C, ambo i membri della prima
equazione e per C, ambo i membri della seconda equazione. In questo modo isoliamo
la derivata al primo membro (vd. figura precedente relativa).

Fatto questo possiamo iniziare a leggere come ¢ fatta I'equazione di stato.

| cquazioni
& . LTp- (0] e
gt Gt= y=T

o g (- K (T-T))

Te
%= Ax+ Bl - y=¢* x={Tl

LY 4

(-.) (—Ez < T g © £

. < kb -+ @
LA (RE)AT N0 BN
= (o \ T T
\ i
x=Ax + Bu y=T X B u

La matrice A ha 4 elementi. Dal prodotto righe per colonne otteniamo i termini delle
due equazioni. Le righe sono i coefficienti che moltiplicano le variabili di stato, che
sono il vettore colonna x.

L’equazione che descrive TR, ovvero dT_/dT, e la prima riga della matrice A per il vetto-
re colonna x, vettore di stato.

L'equazione che descrive T, ovvero dT/dt, ovvero “T punto”, siottiene dalla lettura della
stessa; dobbiamo ottenere T, che moltiplica il coefficiente K, e 1/C,, quindi come primo
elemento della seconda riga della matrice A mettiamo K./C.,.
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La dipendenza da T compare in due modi, con un -K./C, e con il coefficiente -K,/C.,.

In questo modo, scrivendo la seconda riga della matrice A, abbiamo sistemato la dipen-
denzadiTdaT,edaT.

Rimane la dipendenza da T, nella matrice B, con un K,/C..
Poi c’€ uno 0 che moltiplica P.

Quello che abbiamo ottenuto & I'equazione scritta in dettaglio x = Ax + Bu per lo scam-
biatore di calore. Due componenti dello stato x.

L’equazione y = Cx, che fornisce l'uscita, € molto semplice.

y € la temperatura, la temperatura € una delle componenti dello stato, quindi quel-
lo che scriviamo & semplicemente un vettore riga che moltiplica un vettore colonna,
cioé (0 1)(TR T)", che corrisponde ay =T.

Quindi questa ¢é la descrizione con lo spazio di stato dello scambiatore di calore, con gli
ingressi che abbiamo definito.

\ Questo passaggio €& stato fatto in
_ _AY - quanto sappiamo che la funzione di
WY@).. C-CSI A) B = [ WC';), V{Q(S]} trasferimento del sistema, descritto
122 2x2 2)(2 3 in generale dalla forma x = Ax + Bu,

y = Cx, € W(s) = C(sl - A)'B.

Facendo questo calcolo abbiamo la funzione di trasferimento, la funzione di trasferi-
mento dello schema che stiamo studiando. C & un vettore riga; I'oggetto fra parentesi &
una matrice 2 x 2; la quantita B € una matrice 2 x 2. Quindi il risultato sara un vettore 1
x 2, per cui W avra due componenti.

Chiamiamo la prima componente W _(s), con pedice pi per ricordare che rappresenta
influenza dell'ingresso P sull’uscita y del sistema.

Chiamiamo la seconda componente W_ (s), che rappresenta l'influenza della tempera-
tura del’lambiente sulla uscita del sistema.

A questo punto occorre fare i conti.

Per prima cosa deve essere calcolata la matrice sl - A.

sl € la matrice che ha il numero complesso s sulla diagonale.
Determinata la matrice sl - A, occorre calcolarne la trasposta.

Si deve calcolare il determinante, dividere per il determinante e moltiplicare per la ma-
trice dei complementi algebrici.

Il determinante € un polinomio di secondo grado, scritto genericamente come
s?+as+a,

Per quanto riguarda la matrice dei complementi algebrici, nel caso di una matrice 2 x 2,

gli elementi sulla diagonale vengono scambiati di posto, gli altri due elementi vengono
moltiplicati per -1, cioé vengono cambiati di segno.

Avendo tutti gli elementi possiamo fare la moltiplicazione C(sl - A)'B.
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= 3 W. (Q_& —>2 PET(sI-A)
&= CE-A B [¥e R .
R \ Ve ‘.(_‘f'ﬁﬂ_ ’F&";
N A G s
(s1-A)= "\Eéj“— ‘.' 6+(Kg“=) §o 2.as+0
2 . a
(]
/ ()8 1
N A [ o= i ol O
T ¥ . k L
d(S) ra . Ss 3 B= ‘
C
2,
c=( o 1)

La presenza di 0 aiuta i calcoli.

d(s) La seconda funzione razionale ha per nu-
meratore un polinomio di primo grado e
per denominatore un polinomio di secon-

Da questo si nota come i due termini del-
, A | + laprimariga di (sl - A)"' non giocano nes-
W) = CCS-I-A) B =[WG) WT(QX sun ruolo nella matrice di trasferimento.
L—-‘v—’/ - 22 T 7 §

zioni razionali.

. La prima ha per numeratore una costante
': _=_<3+ }é_\) e per denominatore un polinomio di se-
’

condo grado.

do grado.

Tutte cose previste dalla teoria dei siste-

mil.

La prima funzione é la funzione che lega
la potenza P all’'uscita, la seconda funzio-

ne & la funzione che lega la temperatura del’ambiente Ta all’'uscita.
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Per ottenere W(s) devo moltiplicare il ri-
sultato ottenuto per B.

A lato W(s) finale, la matrice delle funzio-
ni di trasferimento, formata da due fun-



Si puo realizzare lo schema sintetico per indi-

'[ Ta care i legami di dipendenza funzionale fra le
L N, grandezze.
W (S) Entrano P e Ta. P viene moltiplicato per la
Tq funzione WP(s), Ta viene moltiplicato per la
+ T funzione WTa(s). Le quantita vengono som-

mate e quello che si ottiene la temperatura T,
'uscita dello scambiatore di calore.

Questo € un modo di semplificare lo schema
alternativo a quello gia visto.

Questa € un’alternativa allo scrivere la semplificazione applicando la metodologia vista
quando abbiamo un anello.

Lo schema con anelli.

o ot P Pt P Pt P P P Pt P P P P P P P P P P Pt P P P P Pt P P P P P P P Pt P P Pt P P P P P Pt P P Pt P Pt P P ot Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt P Pt Pt

Ora descriveremo un ulteriore elemento del sistema.

D: Un modello di alimentatore a diodi controllati.

Riprendendo lo schema del sistema di con-
trollo, abbiamo lo scambiatore, di cui abbiamo

fatto la modellistica, e poi abbiamo l'alimen-
tatore che alimenta un diodo controllato che
serve a controllare la corrente che fluisce nel
riscaldatore in modo tale che la temperatura
venga regolata al livello voluto.

Il problema tecnologico che si pone € quello di poter variare la temperatura nella re-
sistenza che riscalda il liquido in maniera il piu possibile economica, senza dissipare
troppo potenza nel processo di controllo. La potenza deve essere dissipata nel riscalda-
tore, ma non vogliamo che il rendimento sia basso. Non vogliamo che il dispositivo che
controlla la corrente circolante nella resistenza che scalda il liquido sia un dispositivo in
cui si perde potenza.

Tale problema puo essere risolto con I'uso di un diodo controllato.

Un diodo € un dispositivo che fa passare corrente in un certo verso. Abbiamo un ali-
mentatore in corrente alternata, di tensione 220V. Nel diodo controllato & presente un
terzo elettrodo che ha funzione di porta, mettendo il diodo in conduzione solo in certe
condizioni € non solo quando la tensione € positiva a valle e a monte del diodo, ma
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anche quando arriva un certo se-
gnale sull’elettrodo di porta, che in
figura & quello libero.

Per aiutarci, tracciamo i grafici che
illustrano la dipendenza fra la ten-
sione e la corrente in funzione del
tempo.

In un diodo normale nella semion-
da positiva la corrente passa sara
: >E Z‘f’f{lff;;: limitata dalla resistenza interna del
diodo che in genere & piuttosto
bassa, quindi sara limitata dalla re-
sistenza R del riscaldatore.

Nei diodi controllati la corrente non
pud passare finché non arriva un
comando (o controllo) sul diodo
di porta. Il comando € un piccolo
impulso. La corrente non passa

|
sinusoide di rete, 50Hz,

. )
» diodo normale

1 / ] :

7N |
AN
Al K |
|

I[‘ ' . 7 . g .
‘ :\piccolo impulslo /I-Z (U\) finché non arriva all'impulso, in
~ ; peril diodo controllat quel momento il diodo si compor-

q ! . . . .

1 + _andarbento della corrente ___—— ta come un diodo ordinario, prima
/:,/ . nella semionda tipo . ,e 0 .
17,1/ \Ci del diodocontrollato dellarrivo dell'impulso il diodo si

|7 /10‘ L 5C comporta come un circuito aperto.
ms

Quando la tensione si inverte |l
diodo si spegne.
Quindi per controllare la quantita di corrente che passa, visto che a noi interessa con-
trollare la potenza che si dissipa nel riscaldatore, quindi il valore efficace, quindil'area
della figura, occorre posizionare diversamente I'impulso di comando, ponendolo prima
e ottenendo una sinusoide di conduzione un po’ piu ampia.

Normalmente si vuole controllare la potenza che si dissipa, in un senso e nell’altro.

Rispetto ad un quantitativo nominale di potenza si deve poter far salire e scendere.
Questo significa che il posizionamento del segnale di comando si deve collocare rispet-
to a 5 millisecondi, a meta della semionda positiva, un po’ piu avanti € un po’ piu indietro.

Interessa il valore della corrente efficace, che & pari alla media sull'intervallo di condu-
zione del quadrato della corrente effettiva.

Dato a come in figura, ci sara un angolo a di T1/2, piu una certa quantita proporzionale
al comando, Ku.

Per determinare come la potenza sia legata all’angolo di comando occorre fare l'inte-
grale.

Il valore dell'integrale & I = | %21 [a/2 - sen(2a)/4].

Sostituendo il valore di a in tale risultato otterremo la dipendenza della corrente efficace
dal comando u all'ingresso dell’amplificatore.
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Tale formula & semplificabile in quanto se
il valore di u & abbastanza piccolo pos-
siamo approssimare il seno con I'angolo.

sw?xyZN

A\ AN

L'espressione della dipendenza della
corrente efficace dal comando u si sem-
plifica come scritto a lato.

La potenza dissipata € pari a R volte la
corrente efficace.

Dal punto di vista del controllo, il dispositivo si
comporta come uno schema come riportato a

lato.

Entra u che viene moltiplicato per Ka. Poi venne
aggiunto un 1. Poi tutto & moltiplicato per il suc-
cessivo termine e si ottiene la potenza P.

Questo € lo schema a blocchi dello scambiatore di calore.

Cosi come abbiamo fatto la volta scorsa possiamo passare a completare lo schema,
disegnando come ¢ fatto il controllo a retroazione, che € composto da tre parti.

La grandezza u proviene come uscita di un sistema di controllo il quale € attivato dalla
grandezza di errore, ovvero la differenza fra la temperatura di riferimento, quella che si
vuole mantenere nello scambiatore di calore, e la temperatura effettiva.

T, Passando allo schema det-
tagliato, peraltro semplice,

CONTROLLO

A
>

ALIMENTATORE

>

SCAMBIATORE |—g»

otteniamo quanto segue.
Si riporta lo schema a lato,

al quale si fa seguire quello
dello scambiatore di calore,
ottenendo quanto segue.
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Quello che abbiamo ottenuto € lo schema del sistema di controllo di temperatura.

A questo punto, da quanto abbiamo ottenuto, dobbiamo trarre delle considerazioni
quantitative.

Le prime analisi quantitative sono le equazioni di equilibrio.

Nel caso in esame, le equazioni di equilibrio sono semplici anche se lo schema a blocchi
non lo &.

Nello scambiatore, se ci troviamo in equilibrio, le temperature sono costanti e quindi la
potenza dissipata nella resistenza viene tutto trasmessa, secondo un certo coefficiente
K., al liquido che deve essere riscaldato.

Questo si formalizza nella relazione P =K (T - T). Questa & I'equazione che rappresen-
ta il bilancio termico tra il riscaldatore e il liquido in condizioni di equilibrio.

C’e anche un bilancio termico in condizioni di equilibrio tra il liquido e I'ambiente, per
cui, la stessa potenza K, viene tutta ceduta all’esterno secondo un coefficiente K,, che
e proporzionale alla temperatura del liquido e alla temperatura del’ambiente.

Questo si formalizza nella relazione K (T, - T) = K(T-T).

Dobbiamo eliminare la quantita T, che & una variabile intermedia, in realta possiamo
eliminare tutto il prodotto.

Quello che otteniamo € P = K(T - T ). Questa e I'equazione all’equilibrio.

Quindi all’equilibrio la temperatura T € legata a Ta e a P dalla semplicissima relazione
P=K/(T-T).
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()= ke, (T:l'n)‘% P=t (T

Il successivo passo sara quello di vedere le altre equazione di equilibrio, quelle che ri-

guardano I'elemento di controllo della corrente.
Verra scritto che l'errore € uguale alla temperatura di riferimento meno la temperatura

effettiva e questa sara espressa in funzione delle altre grandezze d’ingresso.
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Lezione n. 19 ESEMPI DI SCHEMI DI CONTROLLO V

Prof. Alberto Isidori
4042

Concludiamo con questa lezione 'analisi della situazione di equilibrio del regolatore di
temperatura. Rimane da aggiungere una coppia di equazioni e poi passare alle analisi
quantitative.
Vd.(1) la relazione tra la temperatura del liquido, quella del’ambiente, e la potenza.
Dobbiamo poi scrivere le altre equazione di equilibrio.
"

ot b 8 L_a_ potenza P & uguale a un cgrto coef-

‘Jﬂ h__| g T_’ ficiente (I2R/8 = K ) che moltiplica quello

.,T AP L_.rl ‘\ che viene in ingresso.

I comando u € proporzionale all'erro-
re secondo un certo coefficiente K . Per
sp ¥, (T«-TJ (1) esprimere questa grandezza basta scri-

-eq. di equlleIO vere 1 + K K_ che moltiplica I'errore, che
?- Ke (A+ Y.kg(Tn;-T)) & la differenza tra la temperatura di riferi-
f"“""‘/\ “j = mento e quella effettiva.
1/”, ' Le equazioni di equilibrio sono due, e
o molto semplici.
Per sapere ora come la temperatura in uscita, la

grandezza T, € legata ai due ingressi, cioe il disturbo

T, e la temperatura di riferimento T . basta eliminare
k"* kYK’\ch\»L( - \(qu\dc_r la variabile P, scrivendo I'uguaglianza fra i due mem-

bri delle due equazioni e risolvendo in T.

KKK, . Kg+K
Ky +KeK K, 7Ky +K

Risultato finale.

1.
R K a"

E I'espressione della temperatura, I'usci-
ta del sistema, in funzione degli ingressi,
il disturbo T_ e T ..

A questo punto possiamo trarre delle conclusioni relative alle prime analisi quantitative
sulle proprieta del controllo a retroazione.

Tali conclusioni sono molto simili a quanto gia visto per altri esempi.

Quanto piu K e K_sono grandi, tanto piu I'errore € piccolo (di nuovo), ovvero T - T
tende a 0.

Questo risultato e rilevante in quanto vale a prescindere di quali siano i valori degli altri
coefficienti. In particolare quali siano i valori del coefficiente Kr che tiene conto in qual-
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che modo della temperatura del riscaldatore, e quale sia i valori due coefficienti K, e K,
che tengono conto della trasmissione del calore.

Il vantaggio della retroazione & quello di produrre una protezione dai disturbi: la tem-
peratura esterna rappresenta un disturbo del sistema, la temperatura del liquido deve
essere la stessa qualunque sia la temperatura esterna. La formula dimostra che sce-
gliendo K, e K. molto grandi I'effetto della temperatura esterna sull’errore puo essere
reso arbitrariamente basso.

Un altro vantaggio € la protezione da errori di modello: se il coefficiente Kr, che tiene
conto dei parametri del riscaldatore, e se il coefficiente K2 che tiene conto dei parametri
dello scambiatore di calore, variano nel tempo oppure non sono conosciuti esattamen-
te, non importa. Scegliendo K_ e K_ molto grandi possiamo avvicinare il piu possibile il
valore della temperatura effettiva a quella di riferimento.

Ma dobbiamo fare attenzione a non scegliere valori troppo grandi altrimenti c’€ il rischio
di andare verso l'instabilita.

ATTENZIONE!

Perche K e K_non possono essere arbitrariamente grandi?

Semplicemente per limiti tecnici. K_ si e il coefficiente di amplificazione di un dispositi-
vo che compare nel sistema di controllo. Non € detto che si possano mettere di valori
arbitrariamente elevato, ci sono dei limiti, ci sono delle saturazioni. Se si tratta di un
amplificatore elettrico esso € alimentato da una certa tensione, di circa 20V. | valori
dell’'uscita non possono essere aumentati arbitrariamente, non possiamo aumentare
arbitrariamente il valore del guadagno.

C’¢é inoltre un ulteriore limite sostanziale, di tipo sistemistico, che € la perdita di stabilita.

Vediamo dunque un esempio di cosa succede quando si aumentano troppo i valori dei
coefficienti di guadagno che sono presenti nell’anello di reazione, riprendendo I'esem-
pio del controllo di livello, dalla lezione 16, partendo dallo schema sotto riportato.

h
-
s

amplificatore - motore che comanda la pompa - la pompa - riempimento serbatoio
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Partendo dallo schema faremo una analisi di stabilita e vedremo che se il valore di Ka &
troppo elevato il sistema pud diventare instabile.
Per fare I'analisi di stabilita occorre semplificare lo schema e occorre passare alla fun-
zione di trasferimento, calcolare il denominatore e calcolare i poli del sistema stesso e
per fare questo occorre fare delle semplificazioni.

Poiché abbiamo un anello elementare, del

tipo degli anelli elementari visti in precedenza
r + u Z, v+ Y (figura a lato), applicheremo la relativa formu-
» G(s) —»  |a.

H(s) e

1 d Gis)

= G/(1 + GH) ¢é la funzione di trasferimento da r
1+ G(s)H(s) +1 + G(S)H(s) r ( )

ay, in un anello elementare di tale tipo.

Osservando le similitudini con il caso in esame, possiamo applicare la formula e proce-
dere con l'analisi di stabilita.

u Q
—

[l motore e la sua rappresentazione, nella forma

l G/(1+GH).
Kim Ls + R & I'impedenza elettrica.
G(s) (Ls’rR)(JSfF) Js + F & limpedenza meccanica.
\ e ~ Questa ¢ la funzione di trasferimento dal punto u
}+ G(S)H@) 1 + (M\ al punto Q. La funzione pud essere semplificata.

Km

= = f.d.t. : : -
(Ls'r R)(,'JsfF) + k':' Questa ¢ la funzione che deve comparire nel blocco.
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h,,«‘ . ‘____. ur————‘ .(1- Ke L. Per fare | an.aI|S| d|- stab|l|t§ Si puo' riscri-

Tl fdt —> ;‘\—; ~— vere la funzione di trasferimento in una

+ .
% nuova forma
h

schema complessivo del regolatore di livello nel serbatoio

| \\.
‘u 1 k:L
N (1&1.5)(\1'5.‘5)4‘(-\‘{1 A S
Ottenuto lo schema a lato, esso pud S

essere ulteriormente semplificato pas-

sando ad ’uno schema |’n cui ngl ramo v o JRE

che va dall’'errore verso l'uscita ci sta un (L R)a” By +k2

blocco solo. (T ) (T + Ke¥y 9 b1
AR . | RF(Esi(Ze)

Si chiami K il prodotto KK, e K, il pro-

dotto nell’ultimo blocco a destra. k1 t1 'E.

Quello che si ottiene € la descrizione piu T4 costante di tempo del circuito dl armatura

sintetica possibile del sistema T, . costante di tempo associata alla impedenza meccanica

Si noti che nel fare questi conti e stato

trascurato I'effetto del disturbo, cioé la

portata che tendeva a svuotare il serba-

toio. Questo perché l'interesse € verso una analisi della stabilita, per la quale non occor-
re tener conto degli ingressi agenti sul sistema, cioé dei segnali agenti sul sistema, ma
basta vedere le proprieta delle funzioni di trasferimento.

Per analizzare la stabilita, occorre vedere la collocazione sul piano complesso dei
poli della funzione di trasferimento.

Se tali poli sono tutti a sinistra dell’asse immaginario del piano complesso, il si-
stema e stabile, altrimenti non lo é.

Dallo schema a fianco dobbiamo passare
alla funzione di trasferimento per poterne
esaminare i poli.

A tal fine useremo delle relative alla ma-
Ky, ¥ nipolazione degli schemi a blocchi, come

(m,s\’\ms\ + Kk, indicato di seguito.
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Nello schema accanto abbiamo un blocco

ro, u y . . .
—’O—P F(s) > caratterl_zzato dg una unica fur?2|o.ne F(s),
: NGs) una uscita y, un ingresso u, un riferimento r,
T F(s)= — € un'operazione algebrica. Questo schema
() & un caso particolare di quello visto in pre-

cedenza, in cui le funzioni erano due, G(s) e
H(s). In questo caso la funzione H(s) & uni-
F(s) N(s) taria, quindi la funzione di trasferimento tra
1+ F(s) W)= D(s) + N(s) il riferimento r e l'uscita y e semplicemente

paria W(s) = F(s)/ (1 + F(s)).

Per quanto riguarda 'analisi di stabilita & uti-
le ricordare che la funzione F(s) € un rapporto di polinomi, con un numeratore ed un
denominatore, rispettivamente N(s) e D(s). Quindi nella funzione W(s) posso sostituire
F(s) con I'esplicitazione rappresentata dal rapporto di polinomi e ottengo la funzione di
trasferimento finale W(s), tra riferimento € uscita, in funzione del numeratore e del de-
nominatore di F(s).

La formula finale ottenuta dice che, prendendo un anello elementare a retroazione del
tipo indicato in figura, il numeratore della funzione di trasferimento & il numeratore della
funzione F(s) e questo vuol dire che gli zeri della funzione di trasferimento ingresso /
uscita del sistema sono uguali agli zeri della funzione F che caratterizza il sistema che
sta all’'interno dell'anello.

Viceversa, i poli della funzione di trasferimento ingresso / uscita del sistema sono pari
alle radici del polinomio D(s) + N(s).

Quello che faremo & analizzare la struttura del polinomio, al fine di determinare la sta-
bilita.

W(s) =

N () Il polinomio in esame € un polinomio di
terzo grado in s, che pud essere scritto in

K(‘L’: una forma generica.
Si deve notare che il guadagno del siste-
K_('Hlﬁxﬂt‘&\ + k’...k"__[s ma ¢ il coefficiente K, che compare so-
aggiunto s ~ lamente nel termine noto dell’equazione

per tenere conto del riempimento \ D(s ] D(s) + N(s).

del serbatoio = Tutti gli altri parametri sono della pompa

o del motore o del serbatoio, invece 'am-
DEVN©)= 5’{4%5)(&71,})%— kil + K KK plificatore che alimenta il motore, ciog il
s = kl T controllore, & caratterizzato da un guada-
= A‘_S +OS¥ASt U ) gno K_K_ che ¢ stato definito il coefficiente
v K.

compare solo qui

K ke Poiché vogliamo vedere come il coeffi-

T A ciente K influenza la stabilita, K viene te-

— nuto separato e moltiplica un coefficiente
1“/ ‘

b
~f enerico a...
_*-_’ ‘HI,SM\ S + k‘...’r.&a! ° °
\)(s)
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NC K1+ g KKz Il problema diventa quello di studiare la
s{Aels o Nt =

j)@.rﬂ(s)z stabilita di un sistema la cui equazione
SZ*CLS'L\_Q‘S.}- o.oﬂ caratteristica € un’equazione del terzo

= A , > .A’») grado nella forma come indicata in figura

cryding fa At (Re a lato. Il coefficiente A non ci interessa in

quanto ci interessano le radici, che dipen-
CONDIZIONI DI STABILITA' dONO solamente dal polinomio dentro le
parentesi quadre.

0, > O o : o
Un criterio molto semplice, pratico € con-
a,:o,-a.k >0 veniente per polinomi di grado non eleva-
to, per studiare la stabilita € il criterio di
2,% >0 Routh.

Tale criterio prevede il calcolo di una certa
tabella, in cui vanno presi coefficienti del
polinomio, vanno ordinati e su questi fare certe operazioni.

Devo prendere i coefficienti dispari e metterli sulla prima riga della tabella: quindi 1 che
e il coefficiente di s’ e a..

La seconda riga & formata dai coefficienti di posto pari. Poi tabella di Routh continua e

il coefficiente che sta al primo posto nella terza riga € calcolato come il rapporto tra il
determinante della matrice 2 x 2 sopra, cambiato di segno e il coefficiente sopra (a,).

La stessa regola vale per la quarta riga.

1a colonna

Questa € la tabella di Routh del polino-
\'_L ’ 1 mio caratteristico in esame.

% Il criterio di Routh dice che le radici dell’e-
\ 0«;_ Ge 7 quazione caratteristica sono tutte con
0:0, - 0,K, A \_} imenmhesipmpaga E)arte rleale pege_ﬂiva (e quindi il sistemg
4) é stabile asintoticamente) se solo se gl
Q (v : :
2 elementi che stanno sulla prima colonna
sono tutti elementi positivi.

Quindi quello che dobbiamo fare & impor-
re la positivita di tali elementi.

La prima riga € una costante positiva e non interessa. Quindi le condizioni sono tre.
Per la seconda riga della tabella si impone a, > 0.

Per la terza riga della tabella, avendo gia imposto a, > 0, basta imporre positivo il nume-
ratore, cioé a,a, - a,K> 0.

Per la quarta riga della tabella si impone a,K > 0.

Se e solo se valgono le tre disuguaglianze allora il sistema & stabile.

Il termine a, dipende da certi parametri del sistema, il prodotto fra T, e 1., che sono due
numeri positivi perché sono rapporti di costanti fisiche, resistenza, induttanza, coeffi-
ciente di attrito, momento di inerzia. Quindi la prima condizione & soddisfatta.

Per quanto riguarda la terza condizione a K>O0, il termine a, & il prodotto di due coef-
ficienti K, e K, che contengono il parametro di guadagno del motore, il parametro di
guadagno della pompa e sono numeri positivi anch’essi. Quindi se a, € positivo allora
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deve essere positivo anche K. Questo é realizzabile attraverso la costruzione dell’am-
plificatore.

Ottenuta le due condizioni di positivita, la prima e la terza, per quanto riguarda la secon-
da, essa é la piu importante di tutte. Facendo un semplice calcolo otteniamo che a,a./
a,> K.

| parametri a,, a,, a, sono tutti positivi perché legati a parametri fisici del sistema.

Il parametro K & quello che possiamo scegliere.

Per rendere piccolo I'errore K dovrebbe essere elevato, ma non deve essere troppo
elevato altrimenti avremmo instabilita nel sistema.

—— \ a, > O
(61

k>0
° gA %01-a¢!<>0

In sostanza, ricapitolando:

Per un'cquazione caratteristica

o n"- . - '3 2 Y -
K '{o“n'\’“&‘ ﬂ°k>o S +ass” +ais+hag =0

si ha stabilita se e solo se

aa
a, >0 ka,>0 k<12
a,

In pratica quello che si ottiene dall’analisi € che abbiamo un limite alle prestazioni del
sistema. Il valore di K non puo essere scelto arbitrariamente elevato, con lo scopo di
rendere I'errore arbitrariamente piccolo, perché altrimenti il sistema diverrebbe instabile.

Questo dualismo tra stabilita e precisione € uno dei problemi che cercheremo di risolve-
re con metodi piu sofisticati nel seguito del corso.

s s P P s P P P P P o P P P P P P P P P P Pt P P P P P P P P P P

Fino a questo punto abbiamo analizzato tre semplici schemi elementari di controllo,
illustrandone i componenti fondamentali di ogni schema, ma, soprattutto, per ognuno
dei componenti fondamentali abbiamo fatto dei modelli e a partire da parametri di tali
modelli siamo stati in grado di trarre delle prime considerazioni quantitative.

In particolare di vedere come le grandezze che ci interessano, in particolare I'errore, sia
legato ai parametri il sistema stesso, e ai parametri a disposizione del progettista.

Da ora in poi lasciamo il contesto dei singoli esempi, cominciando a ragionare in modo
piu generale e astratto.

Abbiamo cioé un sistema di controllo, del quale descriveremo i diversi componenti attra-
verso le funzioni di trasferimento, cercheremo di trarre le conclusioni piu estese possibili.

Dunque, per fare questo, occorre analizzare lo schema fondamentale.
Esso riflette il paradigma del controllo a retroazione.

Abbiamo un processo affetto da disturbi. Ci sono delle grandezze utilizzate come co-
mandi (u), ci sono delle grandezze che vogliamo controllare (y). Le uscite del sistema
sono misurate e riportate a confronto con le grandezze di riferimento. Dal confronto si
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calcola un errore e l'errore aziona il siste-
l disturbo ma di controllo.

Veir .+ _errure

", vy

T = TSR0 —T> Se | coefficiente di amplificazione del di-
1Y K spositivo di controllo & elevato allora il si-
: ' stema funziona bene, per le seguenti ra-
yRAISURAY gioni.

Supponendo di avere un certo disturbo e
una certa grandezza controllata y, occorre un certo valore dell'ingresso.

Se il guadagno, ovvero I'amplificazione del dispositivo di controllo, cioé di quello che

chiamiamo controllore, € molto elevato. A parita del valore del comando, sara piccolo
I'errore.

Tutto questo succede qualunque siano i parametri che possono comparire nelle equa-
zioni, e qualunque siano i disturbi.

Una volta che si vuole avere un certo comando, a parita del valore del comando, 'errore
e tanto piu piccolo quanto € piu piccolo il coefficiente di amplificazione.

o s P P P Pt o P P P P P P P P P P P P P P Pt P Pt P P P P P P Pt P P P P P P Pt P P P Pt P P P P P P

Analisi delle prestazioni in un sistema a retroazione
* Analisi dei segnali esterni che agiscono sul sistema

* Individuazione dei parametri di progetto, i parametri a disposizione del progettista
(quelli sui quali &€ possibile intervenire)

* Definizione delle specifiche, quello che ci aspettiamo da un sistema di controllo, cioé
un errore che sia piu piccolo possibile, la stabilita (se il sistema non €& stabile, una gran-
dezza controllata non evolvera verso il regime desiderato), specifiche riguardanti il pas-
saggio da un regime all’altro (regolazioni differenti, ad esempio, di un certo parametro),
con relativo transitorio del passaggio, che vogliamo sia il piu breve possibile.

In relazione ai segnali esterni che possono intervenire sul sistema si fa uso di una no-
menclatura diffusa.

Si precisa che parlando di segnali si fa riferimento sia ai riferimenti, cioé alle grandezze
che fungono da paradigma al quale le grandezze controllate si devono adeguare, sia
alle grandezze disturbante. Quindi i segnali sono quelli di riferimento, di tipo desiderato,
e i disturbi, di tipo indesiderato. Nella analisi dei segnali si parla di sistemi di regolazione
e di sistemi di asservimento.

« Sistemi di regolazione (segnali costanti nel tempo, I'obiettivo € mantenere costante il
valore della grandezza controllata)

« Sistemi di asservimento (segnali variabili nel tempo, problemi di asservimento sono
ad esempio un’antenna che segue un aeroplano, la traiettoria della mano di un robot,
eccetera)

O
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Lezione n. 20 INTRODUZIONE ALL’ANALISI DEI SISTEMI A RETROAZIONE

Prof. Alberto Isidori
41°03”

Vediamo in questa lezione le considerazioni introduttive all’analisi dei sistemi di control-
lo.

Alla fine della scorsa lezione abbiamo visto la classificazione dei sistemi in funzione dei
segnali che devono essere inseguiti dall’uscita.

Abbiamo parlato di asservimento quando l'uscita deve inseguire dei segnali comunque

variabili nel tempo, abbiamo parlato dei sistemi di regolazione quando l'uscita deve
mantenere un valore costante, deve cioé inseguire dei segnali costanti.

Riprendendo lo schema di controllo che

disturbo  rigssume tutti i dati fondamentali, quan-

do il riferimento € una grandezza co-

Yrip T crrure u ' ) S .
»O- »meiw»stante si dice che si ha a che fare con

¥y un sistema di regolazione. Quando il ri-
ferimento € una grandezza variabile nel
R ISURA tempo Si diccaT che sig ha a che fare con
un sistema di asservimento.
{ Una tale distinzione non viene fatta per

quanto riguarda i disturbi, sia perché
nella maggioranza dei casi i disturbi vengono considerati costanti sia perché non si usa
considerare i disturbi come varianti nel tempo.

Quello che ora serve fare & sviluppare delle formule per semplificare gli schemi di con-
trollo.

Semplificazioni dello schema

Un primo passo da fare nella semplificazione dello schema € la riduzione a reazione
unitaria.

Quando abbiamo un sistema di controllo a retroazione abbiamo un certo numero di

blocchi che seguono il dispositivo che produce il se-
e _ gnale di errore, eventualmente in questi blocchi in-
.- S tervengono dei segnali esterni disturbanti, poi ad un
' N certo punto abbiamo l'uscita che l'obiettivo del siste-
‘ ma di controllo, c’era grandezza che deve essere co-
B mandata.

_', _H lH! e L'uscita deve essere riportata attraverso uno o piu
dispositivi verso l'ingresso fino a definire I'errore.

Per convenzione le frecce entranti nel blocchi indica-
~>£:1 A D_,_. no gli ingressi e le frecce uscenti indicano le uscite.

t Supponiamo che il blocco in uscita abbia una certa
T

i |

funzione di trasferimento H (che pud essere una co-
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stante oppure una funzione di s).

Quello che vogliamo ricondurci ad uno schema in cui il ramo che va dall’'uscita verso il
dispositivo di somma che definisce I'errore sia unitario.

Quello che occorre fare € introdurre una ulteriore operazione, in due blocchi: dividere
per H e moltiplicare per H.

Questa inserzione a monte del punto indicato con y_ . non modifica nulla, quindi il punto
Yy € sia a valle e a monte della inserzione.

Si immagina allora di effettuare una connessione tra i due punti, indicata dalla linea trat-
teggiata. A questo punto ci accorgiamo che il dispositivo che definisce I'errore presenta
sui due rami che caratterizzano l'ingresso un blocco con funzione di trasferimento H,

dal basso il ritorno dall’'uscita, e un bloc-

+* < . . .
b L—j"\ co con funzione di trasferimento H prove-
' — . ..
A niente da sinistra.
—
"\ 1 H Concentrandosi sul tale porzione di sche-

Tt e el ma, che ha per uscita e, scrivendo le re-
lative relazioni, vediamo che esse sono

Yot Yc.f"' —
sym-‘ e= Hy-Hy= H(‘r)’) molto semplici.

In sostanza abbiamo che
' e =Hy-Hy=H(Y-y).

IR
”\i{ | "‘\H_‘}"’Q’——\‘ Lo schema tra le due barre tratteggiate e

! equivalente ad uno schema della seguen-
)

‘ H LL te forma, in cui entra il segnale Y, entro il
! segnale -y, il tutto che moltiplica H.

tr? Y Y e

Facendo in questo modo si ottiene un van- "‘l :***EJLJ . - T t E"
taggio, quello di poter manipolare lo schema o o \
; o

di partenza sostituendo la parte ottenuta dal- ! L‘d_} 5 Y

la manipolazione, che rappresenta un blocco :

equivalente.

Lo schema che si ottiene € uno sche-
ma a reazione unitaria.

In questo l'errore si presenta in una
posizione diversa, mentre nella posi-
zione precedente c’é l'errore diviso
per H.

Il vantaggio di questa operazione é
essersi ricondotti ad uno schema a reazione unitaria tra il punto 1/H e l'uscita del siste-
ma.

Questo semplifica le formule.

Nella procedura di semplificazione dello schema, se possibile, € anche molto utile ef-
fettuare la separazione tra il processo ed il controllore. La separazione processo/con-
trollore, dal punto di vista della progettazione, significa una separazione tra le parti sulle
quali non € possibile intervenire progetto, cioé i componenti di cui parametri sono fissi
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dai componenti di cui parametri sono a disposizione del progettista.

Puo benissimo accadere che tali parametri sia talmente mescolati da non poter essere
separati, ma questo accade nella minoranza dei casi.

Normalmente c’€ una connessione in cascata tra i componenti fissi e non.

Una volta fatta la separazione fra controllo del processo € abbastanza naturale, nella
rappresentazione attraverso lo spazio di stato o attraverso le funzioni di trasferimento,
portarsi appresso questa differenza e adottare simboli diversi per I'uno e per I'altro com-
ponente.

Lo schema precedente si trasforma nel-

d lo schema a fianco dopo aver fatto la
"+ u + Y+ Y trasformazione.

G(s): [} P6) »| a reazione unitaria si scrive, nei suoi
- controllore brocesso! legami funzionali, nel modo riportato a
lato, ragionando in termini di trasformate

di Laplace.
F(s) = P(s)G(s) Quindi rappresentiamo sistemi con la

. F = "feedback” = retroazione |oro funzione di trasferimento.

L ia T uscita  _ 1 Il processo & rappresentato dal relativo
riferimento 1+ F(s)  disturbo 11 i) piocco P(s), ma puod includere anche il

disturbo. Nello schema riportato il distur-
bo & una grandezza che interviene direttamente sull’'uscita. Negli esempi pratici corri-
sponde ad una variazione di carico, come esempio del controllo di velocita.

La parte aggiunta, detta controllore, ha una sua funzione di trasferimento indicata con
il simbolo G(s).

La reazione & unitaria.

Dello schema vogliamo scrivere le funzioni di trasferimento che ci interessano.

Tali funzioni sono quelle che legano gli ingressi in gioco all’'uscita controllata.

Gliingressi in gioco sono il riferimento r, la grandezza cui I'uscita si deve conformare, ed
eventualmente il disturbo.

Quindi ci interessano le funzioni di trasferimentotrareyetradeyvy.

F & il prodotto delle funzioni di trasferimento P e G che si trovano sul cosiddetto ramo
diretto (il ramo di reazione € un ramo unitario, sul quale non c’é niente).

In figura sono riportati le funzione di trasferimento del riferimento e dell’uscita e del
disturbo e dell’'uscita, rispettivamente uscita/riferimento e uscita/disturbo. Tali funzioni
sono facilmente ricavabili.

Lo schema visto abbastanza particolare perché & stato immaginato che il disturbo agi-
sca direttamente sull’'uscita del processo controllato. Questa non € la situazione piu
generale, perché in generale il disturbo agisce in qualche punto intermedio della catena
di azioni che si svolgono tra comando e uscita del processo.
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dl In generale si potra presentare uno sche-

in . ,
M+ s ma come riportato a fianco.
_>< ) R it —] Y p
e lq(sﬂ->O—> Fs) T~ Sinoti come il disturbo agisca in un punto
controllore processo intermedio della catena diretta.

In questo caso continuiamo a chiamare
con processo l'insieme formato dal bloc-
co P, dal blocco indicato con P,, e con il
uscita F(s) i P,(s) punto intermedio di accesso del disturbo.

riferimento 1, [ () disturbo Normalmente, secondo il principio di se-
parazione tra processo e controllore, si
immagina che le funzioni P, e P, siano
delle quantita fisse, mentre si immagina il controllore, rappresentato dalla funzione di
trasferimento G(s), sia una funzione a disposizione del progettista.

L’'uscita controllata &, al solito, y.

In questo caso il legame funzionale tra ingressi, r e d, e uscita controllata dal sistema
sara piu generale, ma comunque facile da ricavare, risolvendo una semplice equazione.
Si noti infattiche y = P,(d + P.Gu ); u =r - y. Si elimina la u e si risolve y in funzione dir,
oppure y in funzione di d.

Si continua a chiamare F(s) la funzione di trasferimento totale del ramo diretto.
Definendo P(s) = P,(s)P.(s), abbiamo che F(s) = P(s)G(s).

Per quanto riguarda la funzione di trasferimento tra riferimento e uscita, ovvero
uscita/riferimento, essa € uguale alla precedente. Questo significa che € ininfluente la

posizione del disturbo, sia esso alla fine del ramo diretto o no. E quello che ci aspetta-
vamo in quanto si tratta del legame tra riferimento e uscita.

Per quanto riguarda la funzione di trasferimento tra disturbo e uscita, ovvero
uscita/disturbo, abbiamo una espressione come riportata in figura, che &€ una formula
diversa da quella vista in precedenza, per la presenza del fattore P, al numeratore,
mentre in precedenza c’'era 1 (P, non c’era ed il valore 1 significa che non c’e un blocco
e si ha funzione di trasferimento unitaria).

IF'(s) = P(s)G(s)

T1+1°(s)

Questa analisi copre la maggior parte dei casi di interesse.

Possono essere piu complicata in quel disturbo agisce sul ramo di retroazione, non &
difficile ricavare le relazioni corrispondenti.

Un ulteriore passo, il terzo, come preparazione allo studio dei sistemi di controllo & ve-
dere cosa ci aspettiamo dal controllo stesso, la cosiddetta definizione delle specifiche
di progetto.
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Definizione delle specifiche

« Stabilita. Un sistema deve essere stabile asintoticamente. Questo significa che in un
sistema, quando tutti i segnali esterni sono assenti, il sistema deve convergere asinto-
ticamente verso una situazione di riposo, verso una situazione di equilibrio in cui tutto
sia a riposo. Questo & abbastanza naturale, per il fatto che, aspettandoci un sistema
di controllo sia in grado di inseguire grandezze costanti oppure grandezze variabili nel
tempo, il sistema dovra essere in grado di inseguire grandezze nulle. Quindi quando
rimuoviamo le sollecitazioni, ovvero quando rimuoviamo segnali esterni, il sistema deve
convergere verso una situazione di riposo. Questo ¢ il requisito intuitivo che sta alla
base del concetto di stabilita asintotica.

* Precisione. Si richiede che il sistema sia preciso. La precisione € legata al concetto di
errore, nel controllo. L'errore & definito come la differenza tra 'andamento desiderato
dell'uscita e 'andamento effettivo dell’'uscita, che & la grandezza controllata. Questo si
materializza in un segnale in un punto preciso del sistema, che corrisponde ad una esi-
genza concettuale. Diremo che il sistema € preciso se |'errore € basso.

* Robustezza. Essa € la capacita del sistema di controllo di continuare a funzionare
bene anche quando i parametri che caratterizzano i componenti fisici del sistema stesso
sono diversi da quelli che sono stati immaginati in sede di progetto. Questo pud succe-
dere in quanto i parametri che caratterizzano i componenti fisici possono essere diversi
da quelli immaginati in sede di progetto sostanzialmente per due motivi. Uno riguarda le
tolleranze di costruzione. L’altro riguarda la variazione dei parametri estesa nel tempo,
per invecchiamento oppure per effetto di condizioni ambientali. La robustezza indica la
capacita di un sistema di controllo di comportarsi bene anche se ci sono delle variazioni
dei parametri rispetto ai valori immaginati in sede di progetto.

Metodologia di progettazione di un sistema di controllo

« Stabilire una corrispondenza diretta dalle specifiche indicate e i parametri di progetto
* Dare la preferenza (almeno inizialmente) ai metodi grafici

Ci sono dunque un certo numero di principi generali a cui attenersi.

Uno di questi € quello di stabilire una corrispondenza diretta dalle specifiche indicate e
i parametri di progetto, cioé i componenti del sistema, i singoli parametri. Questo al fine
di riconoscere facilmente se il sistema di controllo si comporta bene o male.

Un altro principio & quello di dare la preferenza (almeno inizialmente) ai metodi grafici,
che sono molto importante nella ingegneria perché consentono di stabilire un contatto
visuale immediato tra il risultato di certe scelte e quello che succedera al sistema pro-
gettato. Ci sono anche dei metodi analitici, importanti, che vedremo piu avanti.

Vediamo come si mettono in relazione le specifiche di comportamento di un sistema di
controllo ai parametri che compongono il sistema stesso. Si ricorda che le specifiche si
raggruppano in tre grandi categorie: stabilita, precisione, robustezza.
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La stabilita dei sistemi a retroazione
| metodi per studiare la stabilita sono:
* Criterio di Routh.
* Criterio di Nyquist
* Margine di stabilita

Il criterio di Routh non & un criterio specifico per sistemi a retroazione, ma € un criterio
molto comodo se in esame c’€ un polinomio di grado non troppo elevato per giudicare
se le radici di un polinomio sono tutte a parte reale negativa.

Il criterio di Nyquist € un criterio che & stato messo a punto esattamente per studiare la
stabilita di un sistema a retroazione. Uno dei principali vantaggi € la possibilita di definire
un margine di stabilita, che &€ un primo segnale all'interesse alla robustezza. Il margine
di stabilita dice quanto, eventuali variazioni dei parametri, possono danneggiare la pro-
prieta del sistema prima di essere stabili o meno. L'informazione data & di tipo qualitati-
vo molto generico ma comunque importante.

Esempio di margini di stabilita e criterio di Nyquist

Il criterio di Nyquist & relativo allo studio della stabilita di un sistema a retroazione che
ha uno schema elementare come raffigurato a lato. Abbiamo un blocco sul ramo diretto
avente funzione di trasferimento F(s) e abbiamo una reazione unitaria. L'ingresso € y
l'uscita é y, I'ingresso al blocco é u.

Il criterio di Nyquist lega tra loro le proprieta dell’anello aperto e le proprieta dell’anello
chiuso. In particolare ci da informazioni sulla stabilita del sistema ad anello chiuso a
partire da alcuni dati relativi al sistema ad anello aperto.

Scrivendo la rappresentazione con lo spazio di stato del sistema ad anello aperto, ovve-
ro x = Ax + Bu e y = Cx, questo € quanto € “contenuto” in un blocco con F(s), appunto,
in un sistema ad anello aperto.

Quando si va a chiudere la retroazione quello che sostanzialmente viene fatto & por-
reu=y.-Yye,in questo caso, la rappresentazione del sistema cambia e diventa un
sistema diverso.

Il sistema a retroazione si ottiene dal sistema ad anello aperto effettuando la sostituzio-
neu=y_-yinXx=Ax+ Bu, considerando che y = Cx.

rif?

rif
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Criterio di Nyquist

S. anch ajede

w: Yaf-Y Y1)| k= (éAX- BC)x + Byar | ¥
s=Ax+3 (y.. () —> Y
N Cx S. anello chiuso

rappresentazione con lo stato
una volta chiuso I’anello

Il problema & quello ora di legare le proprieta di stabilita dei due sistemi, quello ad anello
aperto e quello ad anello chiuso.

Abbiamo una FORMULA FONDAMENTALE, che vale senza ipotesi di sorta.

Con riferimenti ai sistemi con un solo ingresso ed una sola uscita abbiamo quanto se-
gue.

-"bpl”\”@”ﬂ&
o - usm’“—>

C/mem A-ingfe i conah-
d ) 7o S
/\—\- ?(53 =

ool §.
egido condlt. A
z P(S \ anells APERT

Fe)= C(T- 3

F(s) é la funzione di trasferimento del sistema ad anello aperto, quindi nella forma F(s)
= C(sl -A)'B, in cui C, A e B sono le matrici che rappresentano i parametri che caratte-
rizzano il sistema ad anello aperto.

La formula dice che F(s) & uguale al rapporto di due polinomi, al numeratore c’¢ il po-
linomio caratteristico del sistema ad anello chiuso e al denominatore c’e€ il polinomio
caratteristico del sistema ad anello aperto.

it (51= (A-50))
af L/S 7 -/C*.)

Se il sistema ha piu ingressi e piu uscite la formula ha una variante, che consiste nel
fatto che al posto di 1 + F(s) c’e il determinante della matrice | + F(s). Questo perché, nel
caso di sistemi a piu ingressi e piu uscite, u € un vettore e y & un vettore ed essi sono
delle stesse dimensioni, altrimenti non si potrebbe fare la differenza, y - u.

Introduzione all’analisi dei sistemi a retroazione - 7 / 8 - Lezione 20



Quindi in questo caso la matrice di trasferimento del sistema ad anello aperto, F(s), €
una matrice quadrata.

Nyquist ha usato questa formula fondamentale per trarre informazioni importanti sulla
stabilita. In particolare ha osservato quanto segue.

Si prende la funzione 1 + F(jw)

funzione 1 + F(ju) . I e si effettua su di essa il dia-
‘\. /] gramma polare, detto anche
.|'; diagramma di Nyquist, che &
g ‘h\ un diagramma sul piano imma-
' ginario. Il diagramma avra una
— 4 X certa forma.

L‘(’ w> = X{ ) >- Lo I?i norma quello che si fa inlpra-
S RIRAN ) :\/ : tica & rappresentare la funzione
. A 113(_(]‘) ' 'F(IQ F(jw) e pensarla vista rispetto al

:—b\&‘jm‘m \ ,'\ punto -1.
"?(&“L ~ In realta la funzione 1 + F(jw)
(0 0\4 N_‘ﬁ"»’\ST ) a ‘ e il grafico della funzione_ F_(jw_)
F(_‘.w\) prentde'r|1do ctom1e punto di riferi-

mento il punto -1.

Quindi la funzione 1 + F(jw) si ottiene andando a rappresentare in un diagramma polare
la funzione F(jw) e leggerla pensando che l'origine del sistema di coordinate sia stata
traslata nel punto -1.
Nel diagramma w €& variabile, cioé w € una variabile corrente sul diagramma da 0 a piu
infinito, dopodiché si deve completare la curva tenendo conto anche della parte con va-
lori negativi di w. Questa parte & simmetrica rispetto all’asse reale, per valori da meno
infinito a 0.
Si esegue il diagramma e si va a calcolare il numero N di rota-
/\3 zioni orarie che la funzione compie quando w va da piu infinito
_N n. rotazioni orarie @ meno infinito, ovvero il vettore rappresentativo della funzione
1 + F(jw) compie quando w va da piu infinito a meno infinito.
Nyquist, partendo dalla formula fondamentale, ha osservato
N - Z -Z che il numero N € equivalente alla differenza tra il numero di
~ radici con parte reale positiva del polinomio CH e il numero di
Q) AP . .. ) :
radici con parte reale positiva del polinomio AP.

Questo & un criterio per valutare la stabilita dei sistemi sara usato nelle prossime lezioni.

Dunque, Z ., € il numero di radici con parte reale positiva del polinomio caratteristico del siste-
ma ad anello chiuso; Z,, & il numero di radici con parte reale positiva del polinomio caratteri-
stico del sistema ad anello aperto.
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Di seguito alcuni commenti sul criterio di Nyquist.

TogMUA 1 for T
‘ l
Cmb're i -ingfe®® o
WO WMO CM

e o
d (S) — awelle € Hivso t (’51 B CA-Bi)?
/\ N F(SB B P"'Q*‘.ccuio candlt. A dat (51 -A)

j AAP(S) \ G\“e&ﬂ :’\?:’5

Fe)- C(ST-0 3

Dalla formula fondamentale ricaviamo quello che serve per valutare la stabilita, cioe la
formula del calcolo di N. Le informazioni richieste dalla formula
/\j figurano nei due punti indicati. Essi sono dati relativi al sistema
_N n. rotazioni orarie ad anello aperto. A destra abbiamo numero di radici con parte
reale positiva del polinomio caratteristico del sistema ad anello
aperto, a sinistra, sempre relativamente al sistema ad anello

aperto, abbiamo il numero di rotazioni in senso orario che la

N == Z - Z funzione 1 + F(jw) compie attorno alla propria origine quando
) AP w va da -infinito a + infinito.

A partire dai dati la formula ci fornisce la risposta, ovvero quan-

te radici con parte reale positiva sono presenti nel polinomio

caratteristico del sistema ad anello chiuso. Vorremmo che il
risultato fosse zero.

La formula vale quando entrambi i polinomi caratteristici non hanno radici esattamente
sull’asse immaginario, perché in questo caso non & possibile fare il passaggio dalla for-
mula fondamentale alla formula che calcola il numero di rotazioni.

Si deve tener presente che non sappiamo se il polinomio caratteristico ad anello chiuso
ha radici sull’asse immaginario, questa € una cosa che vogliamo sapere, € I'incognita
del problema nello studio della stabilita; quello che eventualmente sappiamo se il poli-
nomio caratteristico del sistema ad anello aperto ha radici sull’asse immaginario

Quando uno dei due polinomi caratteristici ha radici sull’asse immaginario la formula
che calcola il numero delle rotazioni € inutilizzabile.

Perd la formula fondamentale ha sempre validita.

dati risposta  dati
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Quindi, supponendo che il polinomio d,, abbia una radice sull'as-
se immaginario mentre il polinomio d,, non ce l'abbia, succede
che per un certo valore immaginario puro, s = jw,, il polinomio al
numeratore si annulla, mentre il polinomio al denominatore non si
—annulla, quindi 1 + F(jw,) = 0, e quindi la funzione F passa per il
punto -1, per un certo valore w,.
AT f Questa € un’informazione che possiamo rilevare dal grafico stes-
so, se la funzione passa per il punto -1, allora il numeratore della
formula fondamentale si annulla, mentre non si annulla denomi-

natore.

In questo caso il sistema ad anello chiuso non pud essere stabile asintoticamente, po-
trebbe essere stabile in senso semplice, ma quello che vogliamo € che sia stabile asin-
toticamente.

_————-—— Supponiamo ora che sia il polinomio d,, abbia una
) T ~ radice sull'asse immaginario: per un s = jw, ab-
N biamo d,,(jw,) = 0, il che vuol dire che il sistema

ad anello aperto ha una radice sull’asse immagi-
nario. Questo vuol dire che il sistema dell’anello

~ ¢
s
-

B .ot
-

\
! <{ aperto non & stabile asintoticamente, ma cid non &
- v4 -Q ' un problema perché siamo interessati alla stabilita
— 1A n_ ' delsistema ad anello chiuso, quindi sara la chiu-
-, : " 1 syradellanello di reazione che eventualmente po-
'M(l’) : e ! tra stabilizzare il sistema.
o !
v A ‘ Se dunque il denominatore diventa nullo per un
. \3 pad certo valore jw,, il rapporto fra i due polinomi va
O'f CD-—jQ' all'infinito, quindi la funzione F va all’infinito. Dun-
/- s que per w tendente a zero, la funzione F(jw) tende
l (]m ) j:(l”) >0 a infinito.

Questo vuol dire che il sistema anello aperto ha un
polo sull’asse immaginario. Ma questo non pregiudica la stabilita del sistema ad anello
chiuso, ma pregiudica 'uso immediato della formula significativa. Per poterla usare de-
vono essere fatte delle approssimazioni, immaginando che la radice presente sull’asse
immaginario, w,, sia leggermente a sinistra, quindi la collochiamo tra le radici “buone”,
quelle con parte reale negativa.

Fatto questo, il diagramma di Nyquist non va piu all’infinito, ma quando w diventa molto
piccolo, il diagramma rimane finito e va completato con una rotazione in senso orario,
da valori molto piccoli negativi di w, 07, a valori molto piccoli positivi di w, 0*.

Il diagramma compie tanti mezzi giri in senso orario quanta € la molteplicita dell’even-
tuale polo sull'asse immaginario della funzione d, .

Quello che é stato fatto € in sostanza un piccolo arteficio, riconducendoci ad una situa-
zione in cui 'anomalia non & presente, per cui la formula di calcolo del numero di giri &
applicabile. Poiché abbiamo collocato le radici che erano sull’asse immaginario un poco
piu a sinistra, queste radici non compaiono piu nella formula e quindi possiamo andare
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avanti nei calcoli.

Se entrambe le funzionid ,, e d,, avessero una radice su uno stesso punto immaginario,
allora i due fattori si cancellerebbero e la funzione 1 + F(s) avrebbe un punto di regola-
rita nella radice in questione e non andrebbe all'infinito.

Dunque, sapendo gia in partenza che il sistema ad anello chiuso ha una radice sull’asse
immaginario, ad esempio in w,, €, se andando a fare il diagramma di Nyquist della fun-
zione 1 + F(s), questa non va all'infinito, allora I'unica possibilita del fatto che la funzione
1 + F(s) non va all'infinito &€ che ci sia una radice al numeratore nello stesso punto. Que-
sta € una condizione che non vogliamo capiti in quanto significa che il sistema ad anello
chiuso ha una radice sull’'asse immaginario e quindi non & stabile asintoticamente.

Tutte le volte che ci sono dubbi sulla interpretazione del criterio di Nyquist dovuti alla
presenza di radici sul’asse immaginario, & sempre utile fare riferimento alla formula
fondamentale, mentre l'altra va letta con un minimo di attenzione.

o s P P P Pt P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P o P Pt P Pt P Pt P P P P P P P P P P P P P P P P Pt Pt P P P P Pt P Pt P P Pt P

Applicazione del criterio di Nyquist

Per fare un esempio dell’applicazione del criterio di Nyquist consideriamo il regolatore di
livello; in questo esempio verranno anche mostrati i margini di stabilita.

F Y KX Ka Il regolatore di livello € un sistema de-
- F& > Fl)= k scritto da uno schema a blocchi come a
sGviartd + Kok | lato figurato.
Sulla stabilita di questo sistema sappia-
mo trovare, con il criterio di Routh, il valore massimo di K che lascia il sistema stabile.

Vediamo come ricavare informazioni sulla stabilita attraverso applicazione del criterio di
Nyquist.

Per fare Nyquist occorre fare come prima cosa il diagramma di Bode, attraverso il qua-
le si riesce a disegnare il diagramma di Nyquist. Quelli che saranno disegnati saranno
diagrammi approssimati, per fare un diagramma di Bode preciso dovrebbe essere usata
una applicazione dedicata del tipo MatLab.

Il diagramma di Bode consiste nel modulo della funzione F in funzione di w in scala
semilogaritmica e nella fase della funzione F in funzione di w in scala semilogaritmica.
Nella scala semilogaritmica i valori saranno 1, 10, 100 ecc.

La funzione F ha un guadagno K e tre poli di cui uno nell’origine.

Poiché la funzione F non ha nessuno zero e ha tre poli, il modulo avra come rappresen-
tazione grafica di tre spezzate.

Il modulo parte con una pendenza di -20 decibel per decade (-20 dB/dec) e finisce con
una pendenza di -60 dB per decade.

Il diagramma di Bode va da +infinito a -infinito con un andamento di questo genere. |
due punti nella spezzata rappresentano le radici del polinomio al denominatore, esclusa
la radice nell'origine, di forma generica del tipo a(s + p,)(s + p,), in s, con s = jw.
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Per quanto riguarda la fase, abbiamo tre radici, poli, di cui una nell’'origine, data da s.
Per questa ragione ci sara un termine costante di fase -90°, poi ci saranno due termini
dovuti alla presenza di due poli, quelli nella espressione generica.

Si riportano delle strisce corrispondenti ai valori delle fasi, -90°, -180°,
-270°, valori entro i quali rientra la fase.

Diagramma di Bode La fase parte da -90° e va a scendere. Va a scendere perché le

dB -~ iva, i [ indi
L radici p, e p, hanno parte reale negativa, i numeri sono quindi
dBfdec | TN, e onoc positivi.

1 * g0 . . . . \ . .
1 10\5\ 100 Osservando il polinomio relativo, € un polinomio di secondo gra-

Nyquist «= Bode

: ;f];’/dec do con tutti coefficienti positivi, per cui le sue radici, essendoci
: due permanenze, hanno parte reale negativa.
YA m Per questa ragione la fase tende a diminuire, a partire da -90°
1 o o fino a -270°.
_9000 T Dunque siamo riusciti a fare un andamento qualitativo del dia-
'1800 ~~—__ gramma di Bode, nel caso del regolatore di livello, di un proces-
=7 so ad anello aperto.

A questo punto vogliamo passare al diagramma di Nyquist.

Nel diagramma di Nyquist si riporta la parte reale di F sull’a-
Diagramma di Nyquist ~ SCiSSa € la parte immaginaria di F sull’ordinata.

Im[F(im)/]\ Aver disegnato il diagramma di Bode ci aiuta ora in quanto

la fase di F € tutta compresa fra-90° e -270°. Sul piano com-
plesso il luogo dei punti la cui fase & compresa fra -180° in
-270° ¢ il terzo quadrante, perché partendo dall’asse della
1 o . parte reale in senso antiorario si hanno valori negativi.

_ Re[F(i:l))]Quindi, per valori di w molto piccoli, da 0 fino al valore di
w, definito come w*, che corrisponde all'intersezione con
S la fase pari al valore di -180°, la fase €& inferiore a -90°
ma superiore a -180° per cui € compresa nella regione del
terzo quadrante. L'asse in cui la fase vale -180° sara attra-
versato per il valore di w pari a w*. Per sapere il punto si
ricava il valore nel diagramma dei moduli, ricavando I'ampiezza del modulo. Poiché il
modulo é rappresentato in decibel, a valori negativi in decibel corrispondono ampiezze
del valore inferiore a uno.

Quindi I'attraversamento del diagramma della funzione F dell’asse reale avviene ad un
valore della pulsazione w* in cui il modulo € negativo in decibel quindi & minore di uno.
La fase in corrispondenza di tale punto vale -180°.

La coppia di valori modulo e fase viene riportata su un unico punto nel diagramma di
Nyquist.

Per valori precedenti il modulo era via via piu alto fino ad andare all’infinito e questo
vuol dire che sul diagramma di Nyquist si parte da vettori molto grandi con fase di valore
-90°, quindi vettori che puntano nella direzione di -90°.

Poi si passa oltre il valore di -180°, per cui la fase &€ compresa tra il valore di -180° e
-270°. Il luogo dei punti nel piano complesso ¢ il secondo quadrante, per cui la curva
si trovera tutta compresa in tale quadrante e indefinitamente perché al variare di w la

(quadrante III)
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curva si trovera sempre in tale quadrante, come si nota da diagramma di Bode. Il mo-
dulo parte dal valore w*e decresce in decibel fino a -infinito e questo vuol dire che le
ampiezze, espresse numeri naturali, vanno da un certo valore fino a zero, perché in de-
cibel -infinito corrisponde a zero, mentre la fase rimane compresa tra il valore di -180° e
-270°, tendendo a raggiungere il valore di -270°. Questo significa che il vettore relativo
nel piano complesso tende a disporsi in modo verticale, il che ci permette di completare
il diagramma in modo qualitativo.

w* € la frequenza per la quale la fase vale -180° e per la quale, nel diagramma di Ny-
quist, si ha l'attraversamento del semiasse reale negativo. Tale frequenza & chiamata
anche w,, di taglio, oppure w_, crossover.

C’é un altro punto interessante da notare, la frequenza per

Diagramma di Nyquist  |a quale il modulo, nel diagramma di Bode, vale zero deci-

Im[F(jo)] bel, ovvero ampiezza unitaria. Quindi € il valore della fre-

1 quenza per la quale il vettore F nel diagramma di Nyquist

ha ampiezza unitaria. Questo equivale a dire il valore del-

la frequenza per cui viene traversato un cerchio di raggio

unitario centrato sull’origine, il salvabile dall'intersezione di
-=12F 1 Rergeytale cerchio con il tracciato qualitativo dell’'andamento.

Ci sono due verifiche che stabiliscono che non abbiamo
fatto errori nel passare da un diagramma all’altro, una &
che w_deve venire prima di w*.

Inoltre la fase della funzione F nel punto indicato deve es-

sere maggiore di 180°, in valore assoluto. Valore che si
ottiene dal diagramma di Bode relativo alla fase, in cui sono evidenziate le varie fasce
entro cui i valori possono stare.

. Per quanto riguarda la stabilita, si considera il diagramma
andmente® == Diagramma diNyquist — di Nyquist, riportando anche I'andamento da -infinito a 0-,
K,‘o_ _Il.n[F(im)/]\ T perché risulta speculare rispetto a quello a +infinito.

A N Ci troviamo in uno dei casi anomali in cui diagramma va
A all'infinito per la presenza di una radice con parte reale nul-
la, in particolare una radice nell'origine della funzione F(s).
) L y Immaginando di spostare la radice un pochino a sinistra
Ne_Al-0= ! Re[FGwlnel piano complesso, il diagramma di Nyquist si modifiche-
/ rebbe in un modo tale che, invece di andare all'infinito, si
o+ / chiuderebbe al finito percorrendo un mezzo giro in senso
P orario (sempre in senso orario, in numero pari alla molte-
—— plicita della radice) da 0- a 0+.

Abbiamo dunque il diagramma completo.
P "~.. Quello che dobbiamo fare ora & contare le rotazioni, prendendo il vet-
‘-.‘ Q\ tore rappresentativo.
1 & \ T \ Esso parte da meno infinito, posizionato nel centro delle coordinate, e
\/{OC A ’l in senso orario segue I'estremo della curva.
;:331"." 7 In questo caso non fa nessun giro completo, nel senso orario né in
senso antiorario, quindi N = 0.

(quadrante III)

,.
v
=
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Z,. = 0, perché il sistema all'aperto non ha radici con parte
" “\\\ reale positiva, quella con parte reale nulla 'abbiamo confu-

'.0 "'\ satra quelle con parte reale negativa, quindi la conclusione
L N \\ é che Z_, = 0, il sistema ad anello chiuso non ha radici con
R ‘parte reale positiva e quindi il sistema & stabile asintotica-
AL o4 { mente.
W AR G > )
el

N=ol§
Z .'-o
Z, 708

Questo € in sostanza 'impiego tipico del criterio di Nyquist.

La grande utilita di tale criterio sta nell’indicarci graficamente e quindi in maniera molto
immediata dove pud essere persa la stabilita.

—

Quello che deve essere evitato & avvicinarsi troppo al punto
-1.

Se il diagramma passa per il punto -1 ha una radice sull’as-
se immaginario.

> Se il diagramma passa oltre il punto -1 e completo il dia-
gramma, contando il numero di rotazioni si scopre che esse
sono due, quindi N =2. Ma Z,, = 0, come prima, in quanto
il sistema ad anello aperto non & cambiato, quindi Z_, = 2,
cioé il sistema ad anello chiuso ha due radici con parte reale
positiva per cui € instabile.

- - . .~

Quindi i due diagrammi danno in un caso una risposta oz

soddisfacente e nell'altro una risposta insoddisfacente, :O_ \“\\

e la differenza sta nel fatto che la seconda curva € un po’ : 1 \
piu grande della prima. /LA_ \
Il passaggio alla seconda curva avviene semplicemen- __\;"/‘_/,:\ = }
te aumentando il guadagno del sistema, il parametro K. =X 5: NE— I
La variazione e proporzionale, tutti i vettori si allungano '“\-‘-‘;.,,_;w' -2 )
dello stesso fattore e, ad un certo punto, al’aumentare ('\E'_/,’,-'i J
del valore, si oltrepassa il punto -1, quindi si oltrepassa ; / ,f" ] v ’

il limite di stabilita. f \ ,Lo 22

74 (S LR g
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Si riscontra sul diagramma di Nyquist lo stesso risultato riscontrato applicando il criterio
di Routh.

Il sistema a retroazione ha un valore limite del guadagno, il punto critico, per cui per
valori inferiori si ha stabilita e per valori superiori si ha instabilita.

Il punto critico nel diagramma di Bode ¢ il punto -1 a parte reale e 0 a parte immaginaria.

La robustezza

La robustezza indica conservazione delle proprieta anche in presenza di variazioni, non
conosciute, non controllate, dei parametri.

Se i parametri variano allora variera la rappresentazione nel relativo diagramma. Quello
che pud succedere € di avvicinarsi alla condizione di instabilita. Quindi, per garantire in
maniera qualitativa la conservazione della stabilita in presenza di variazioni dei para-
metri, € consigliabile tenersi lontani dal punto critico. A tal ragione si possono introdurre
i cosiddetti margini di stabilita, che & una distanza dal punto -1.

Misurare la distanza del diagramma dal punto -1 consiste ad esempio nel misurare la
distanza dal punto -1 al punto che il diagramma interseca I'asse reale. Se tale distanza
(é un segmento) & grande allora le variazioni dei guadagni possono essere ampie prima
di arrivare al pericolo di instabilita. Questa quantita € il cosiddetto margine di guadagno,
che puod essere definito anche in altri modi.

Il margine di guadagno € |F(jw)| con w tale che la fase di F(jw) sia -180°. Il modulo pud
essere espresso sia in numeri naturali che in decibel.

Se il valore del margine di guadagno €, ad esempio 1/2, allora il guadagno pud variare
fino a un fattore due, il che vuol dire una variazione del 100% nella guadagno del siste-
ma, senza che il sistema vada in instabilita.

In una figura come quella riportata a lato si pud ancora pen-
g | sare di tollerare variazioni del guadagno dell’ordine massi-
mo del 100%.

% Ci possono essere variazioni di alcuni parametri che pos-
sono spostare anche di poco la figura, ma lo spostamento
e tale che porta lo stato in instabilita.

Quindi occorre aggiungere un’altra distanza, quella che
corrisponde all’angolo mostrato.

-1 Dal punto di vista euristico, si immagina che se entrambe
le distanze sono ampie, allora sara poco probabile passare
iy ad uno stato instabile.
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Come ultima figura caso estremo, poco probabile,

' meno frequente, ma che, nel caso in cui si verifichi,

sara il progettista che dovra evitare la combinazione di pa-

"{.i s rametri e componenti tali per cui il sistema possa andare in
N i~ Yrgpany uno stato di instabilita.

\ La seconda grandezza si chiama margine di fase, m , che
€ quanta fase manca ad arrivare a -180° quando il modulo

N
" vale uno.
=~
margini di guadagno,

gt Il suo valore & calcolato come 180° - (-F(jw)), il - davanti a
F perché é gia una quantita negativa.
Se la retta € disposta a 45° allora il margine di fase & 45°.

20\ ‘7};3 AR @ Il margine di fase pud essere anche riscontrato sul
-AA?- ~ / " diagramma di Bode, senza ricorrere al diagramma di
o T Nyquist.

1 1o & D)
5\\60 d.'»';‘:

— e !::._ \
4‘ Viuk 7
09}9— ! -‘40.: ’
—_— .:

=

margine di fase
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Lezione n. 22

Prof. Alberto Isidori
36'36”

STABILITA DI SISTEMI A RETROAZIONE I

Continuiamo la rassegna di applicazioni del criterio di Nyquist.

K
s(s"+aﬂs+ao)
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“ZOJEQL‘C \ >
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Continuando dalla lezione precedente ab-
biamo una funzione di trasferimento ad
anello aperto che ha un guadagno (K), un
polo nell’origine (s) e una coppia di poli
con parte reale negativa (s* + a,s + a).
Come gia spiegato, volando fare il dia-
gramma di Nyquist € utile fare prima il dia-
gramma di Bode.

Quindi nel disegnare il diagramma di Bode
si traccia modulo e fase di F in funzione di
w, in scala semilogaritmica.

L’andamento dei moduli € decrescente, si
parte da una pendenza di -20 decibel per
decade e si finisce con una pendenza di
-60 decibel per decade.

Il valore della pulsazione per cui i moduli
sono nulli, in decibel, quindi modulo unita-

rio, si chiama frequenza di attraversamento e viene indicata con w..

Per quanto riguarda il diagramma delle fasi, in questo caso, siccome & presente un polo
nell’origine e tutti gli altri poli sono con parte reale negativa, si ha un diagramma che &

tutto compreso nella fascia tra -90° e -270°.

valore negativo in decibel

m

ragione per cui Il punto -1 é esterno

al diagramma.
11l segmento ¢é utile per il
margine di fase. Es. 40°

Si puo disegnare di conseguenza |l
diagramma di Nyquist, con il punto

fase, non arrivata- 1 Che si trova esterno al diagram-
a -180°

ma. Questo si riesce a stabilire dal

diagramma di Bode in quanto ci si

accorge che quando il modulo vale
» uno, ovvero in corrispondenza del-
Re la pulsazione di attraversamento, la
fase non & ancora arrivata a -180°,
ma € di un valore un po’ superiore.
Questo corrisponde al fatto di trovar-
ci nel terzo quadrante.

Quando il modulo vale 1 vuol dire che stiamo attraversando il cerchio di raggio unitario

nel terzo quadrante.
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La fase non e arrivata -180° e quello che manca € chiamato margine di fase, m,, che é
una misura di quanto siamo distanti dal pericolo di perdita di stabilita.

Il margine di fase si legge sul diagramma di Bode prendendo il segmento e vedendo
dove incontra I'ordinata.

Un’altra pulsazione di interesse € la pulsazione per la quale la fase vale 180°, che ¢ il
punto di attraversamento del diagramma di Bode sulla linea dei -180°. Il nome di questo
punto non é definito.

Nel diagramma di Nyquist & il punto di attraversamento del semiasse reale negativo.

E un punto importante perché sappiamo che per avere stabilita il valore del modulo,
quando la fase vale -180°, deve essere minore di uno. Questo vuol dire che in decibel
deve essere un valore negativo. E una grandezza che serve per definire il margine di
guadagno.

Per essere sicuri che variazioni non troppo grandi dei parametri grande del sistema
instabile & utile mantenere dei margini di fase dell’ordine dei 40°-45°, e mantenere dei
margini di guadagno dell’'ordine di 2, che corrisponde a dire che possiamo tollerare va-
riazioni del 100% del guadagno senza perdere la stabilita.

L'uso dei due diagrammi, quello di Bode e quello di Nyquist, rendono facile vedere cosa
succede al variare di certi parametri, ad esempio il guadagno.

Nel diagramma di Bode aumentare il guadagno significa traslare verso l'alto uniforme-
mente il diagramma dei moduli della quantita aumentata.

Aumentando il guadagno si pud vedere dal diagramma di Bode stesso che si puo pas-
sare da una situazione di stabilita ad una situazione di instabilita.

Effetto della traslazione | a traslazione comporta un nuovo valore di w_ che, se

Il nuovo punto. Trn corrisponde ad un punto nel diagramma delle fasi che
’."' ;. e minore di -180°, implica che il sistema & andato in
4 ‘ instabilita.

Questo vuol dire che nel diagramma di Nyquist I'attra-
versamento del cerchio unitario avviene per valori del-
la fase inferiori a -180° (superiori in modulo).

Effetto della traslazione

L'effetto finale & stato quello di passare dalla
stabilita alla instabilita.

ot s P P P P P P P P P P P P P P P P P P P o P P P P P P P P P

Stabilita di sistemi a retroazione 1l -2 /10 - Lezione 22



Esempio 2: attraversamenti multipli dell’asse delle frequenze

Si tratta del caso in cui ci sono attraversamenti multipli dell’asse delle frequenze sia per
quanto riguarda il diagramma dei moduli sia per quanto riguarda il diagramma delle fasi.

Ciriallacciamo all'esempio precedente immaginando

E u(h di aver scelto il valore del guadagno in un modo trop-

F‘(s\_, - e po elevato, un valore che rende il sistema instabile.

- S( > Q,S"GJ —  Questo ¢ stato fatto con lo scopo di ridurre I'errore,
k ¥4 quindi con lo scopo di aumentare la precisione.

“~ Abbiamo dunque un diagramma dei moduli e un dia-

\T “!l gramma delle fasi. Il diagramma delle fasi € tale per
cui il sistema ha instabilita. Quindi al valore w_ (fre-

Ng (A guenza di attraversamento) nel diagramma dei mo-

- — duli corrisponde un valore nel diagramma delle fasi
inferiore a -180°. Non c’é quindi un margine di fase,

[ ]
[ ]

AR H 0, come si dice, c’€ un margine di fase negativo.
[}

Quindi in un diagramma di Bode in cui i moduli sono
unitari e la fase & al di sotto dei -180°, il relativo si-
stema e instabile.

Si immagina fine di avere un sistema del ge-
nere, che fa parte di un anello a retroazione.

[ 9
Nel relativo schema & assegnata la parte di
l guadagno a F(s), mentre viene aggiunta la
parte G(s).

Immaginiamo che la funzione G(s) sia
G(s)=(1 + ,8)/(1 + 1,8) che il punto 1/t < 1/1,,.

Quello che vogliamo vedere é I'effetto della aggiunta di questa funzione G(s), in cascata
sul ramo diretto, dal punto di vista della

» '———ru V77777l Y9 stabilita del sistema.

k>t G&) (= F &)
— Y hL__—__:-____W____, Si applica il criterio di Nyquist disegnan-

done il diagramma. Per prima cosa dise-

1+1,S Lo ,‘, gniamo il diagramma di Bode della fun-
Gl = Ty ~ T2 zione G(s). Leffetto su tutto il sistema

1403 o ,.rg sara quello di sommare i moduli e le fasi.
2 Il diagramma di Bode della funzione G(jw)

ha, al solito, modulo e fase di G.
il guadagno della funzione & unitaria e
. come si parte dal valore nullo, arrivati al
‘e : . punto 1/t,, che € la frequenza associa-
& X ta allo zero della funzione, abbiamo una
‘@w crescita con pendenza +20 decibel per

decade fino al valore della pulsazione

\

Gl
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1/1,, da questo punto il modulo ha valore costante, perché il guadagno all'infinito & pari
at,/t,.

L’andamento qualitativo di Bode del modulo della funzione é a spezzate.

Per quanto riguarda le fasi, poiché lo zero viene prima del polo, si avra un andamento

a salire dovuto allo zero, si avra un andamento a scendere dovuto al polo, la somma di
due andamenti € una specie di campana.

F’) e R Dobbiam(()j somrgalre i ddille-
(51= - grammi dei moduli e delle
5(§*qxs’a°) k>t 3t [__E\,:j_‘; fasi della funzione F e della
pe — — funzione G al fine di ottenere
— 1,V quellidel sistema completo.
Gle) = .ﬁ'_s_. "fl< T2 Sinota che nel diagramma dei
145 m-rg moduli ci sono tre attraversa-
menti, ci sono tre pulsazioni di
attraversamento.

Questo vuol dire che ci sono
tre pulsazioni per le qua-
li il modulo & nullo in decibel
quindi & unitario.

Alm
%
° A3
LSattrguegsaments 2° attraversamento Sae i g .
diagramma di Nyquist
studio dellandamento \ andamento qualitativo

Questo significa che nel diagramma di Nyquist, facendo il cerchio unitario, abbiamo tre
attraversamenti del cerchio unitario. Per determinare dove saranno questi attraversa-
menti dobbiamo andare a vedere sul diagramma di Bode delle fasi.

Notiamo che la prima pulsazione si trova al di sopra dei -180°, ad esempio -170°, che
corrisponde ad un valore nel terzo quadrante del piano complesso del diagramma di
Nyquist.

Per quanto riguarda la seconda pulsazione vediamo che la fase € aumentata, quindi
potrebbe avere un valore ad esempio di -160°, e che corrisponde ad un ulteriore valore
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sul diagramma di Nyquist.
La terza pulsazione di attraversamento corrisponde ad una fase al di sopra dei -180°.

Quello che fa il diagramma di Nyquist € partire da 0-, attraversare il punto 1, tornare
indietro attraversando il punto 2, e portandosi sul punto 3. L'asse reale sara attraversato
in un punto tale per cui la fase nel diagramma di Bode vale -180° andando a vedere il
valore nel diagramma di Bode dei moduli. Si nota che &€ una quantita minore di 1 (sotto
I'ascissa dei moduli), tale frequenza viene denominata frequenza numero 4 e viene ri-
portata sul diagramma di Nyquist.

L’andamento qualitativo viene mostrato nella relativa figura.
Dal punto di vista della stabilita non € successo niente.

Completando il diagramma andando a considerare le frequenze negative e contando il
numero di rotazioni, si arriva alla conclusione che il sistema ¢é stabile.

Se perd 'andamento dei mo-
\T I¥] duli dovuto allintroduzione
variazione andamento dei moduli di G della funzione G fosse stato
piu elevato, quindi con un
rapporto 1./t, molto eleva-
to, il terzo attraversamento
nel diagramma dei moduli
avviene per valori delle fasi
che sono al di sotto di -180°,
: cioé un valore ad esempio
ekt >di -190°. Il punto numero 3,
°  della relativa frequenza, sara
dunque non piu dov'era pri-
ma, ma sara nel secondo
quadrante, ovvero dove la
parte immaginaria € positiva
e la parte reale & negativa.
Inoltre, per la frequenza numero 4, per cui il valore delle fasi & -180°, si osserva un mo-
dulo maggiore di zero in decibel, ovvero un modulo maggiore di 1, quindi tale frequenza
sul diagramma di Nyquist € a sinistra di -1. Il diagramma di Nyquist ha dunque un an-
damento diverso.

E stato dunque scavalcato il punto critico -1, dal punto di vista dell’analisi della stabilita;
ci accorgiamo che il sistema & diventato instabile.

La verifica completa consiste nel disegnare parte simmetrica corrispondente ai valori
negativi delle w, andare a contare le rotazioni in senso orario, che sono 2, quindi N = 2.
Inoltre il sistema non ha poli con parte reale positiva, I'anello € aperto per cui il sistema
ad anello chiuso avra due radici con parte reale positiva: il sistema ad anello chiuso €
diventato instabile.

- o0eeene

o ocoes oo va

Questo ¢ il caso di attraversamento multipli dell’asse delle w nel diagramma dei moduli.
Una situazione analoga si pud avere nel diagramma delle fasi.
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Vediamo quindi ora € il caso in cui il diagramma dei mo-
duli & attraversato una sola volta, per cui c’é una sola fre-

¥
R) w quenza di attraversamento, mentre quello delle fasi piu
7_ ' “’\.f’._fa volte, 3 volte. Ci sono quindi tre valore della frequenza per

\ \ cui la fase vale -180°.

e ¥l
=_=r -
eee Ve w
-\te & -
. . [
. . -
— _.E—-——-: : : - ’“
Determiniamo ora il corrispondente ,__ ol Ena s
. . . — T
diagramma di Nyquist. i P PR !
s embm e NG ! et -
Poiché ¢’ un solo attraversamen-~' . \\; "1 2 .3 Re
to nel diagramma dei moduli, cioé AT —— %

c’@ una sola frequenza di attra-
versamento, si deduce che c’é un
solo attraversamento del cerchio
di raggio unitario nel diagramma di

Nyquist. In altre parole il diagramma dei moduli attraverso una sola volta il cerchio di

raggio unitario.

Nel diagramma delle fasi ci sono tre attraversamenti della linea -180°, quindi nel dia-
gramma di Nyquist ci sono tre attraversamenti del semiasse reale negativo.

Nel diagramma di Bode il primo attraversamento € in corrispondenza di un modulo mag-
giore di 1, quindi vuol dire che nel diagramma di Nyquist il punto € a sinistra del punto -1.

In corrispondenza del secondo attraversamento il modulo &€ ancora maggiore di 1.
In corrispondenza del terzo attraversamento il modulo & minore di 1.
Si noti erano dunque le tre frequenze riportate sul diagramma di Nyquist.

61|

;
[\
g

'

3 1
e

evcoecovocosoced

coo®

- -

si proviene da infinito con fase 90°

Ay

La frequenza w_ nel diagramma
dei moduli corrisponde ad una
frequenza nel diagramma delle
fasi di valore maggiore di -180°,
ad esempio -170°. Questo collo-
ca il punto relativo nel diagram-
ma di Nyquist, sul cerchio uni-
tario, nel terzo quadrante, che &
il punto di attraversamento del
cerchio unitario.

Determinato questo punto il dia-
gramma di Nyquist e tracciabile.
Il punto 3 & sull’asse reale; |l

punto w_ sul cerchio di raggio
unitario.
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L'essere andati un po’ sopra il diagramma di Nyquist tra i punti 1 e 2 corrisponde al fatto
che le fasi scendano nel relativo diagramma delle fasi di Bode al di sotto di -180°.

| valori inferiori a -180° (-190° ad es.) nel diagramma delle fasi di Bode sono quelli che
stanno nel secondo quadrante.

| valori superiori a -180° sono quelli che stanno nel terzo quadrante.

Il tracciato si conclude andando all’infinito.

Questo diagramma & molto interessante dal punto di vista dello studio della stabilita.
Per fare l'analisi il diagramma va completato
con la porzione del diagramma corrispondente
a frequenze negative, porzione che & simmetri-
ca rispetto all’asse reale.

C’é poi la chiusura da 0- a 0+ facendo tanti giri,
in senso orario, quanto € la molteplicita del polo
questo caso € 1.

\

Se contiamo le rotazioni, immaginiamo un vet-
tore centrato nel punto -1 che segue la curva.

In dettaglio dal punto -« a 3 non c’é nessuna
rotazione, da 3 a 2 ¢c’€ una mezza rotazione in
senso antiorario (-1/2), dal punto 2 a 1 non c’é
nessuna rotazione, dal punto 1 al punto che incontra 'asse reale abbiamo una mezza
rotazione in senso orario (1/2), dall'ultimo punto precedente al punto 1 ¢’€ una mezza
rotazione in senso orario (1/2), dal punto 1 al punto 2 non c’€ nessuna rotazione, dal
punto 2 al punto 3 ¢c’€ una mezza rotazione in senso antiorario (-1/2), dal punto tre al
punto +« non c’é nessuna rotazione. La somma algebrica € 0. Quindi N = 0, il sistema
e stabile perché il sistema ad anello aperto non aveva poli con parte reale positiva.

Consideriamo nuovamente il diagramma per
,‘\Em fare delle considerazioni sui margini di stabilita.

Il sistema € instabile. Pensando al ruolo del gua-
dagno, per quanto riguarda la stabilita, ci accor-
giamo che il sistema pu0 diventare instabile sia
o /\ se aumenta il guadagno, sia se lo diminuisco.

Pe Aumentando il guadagno la curva si ingiganti-
sce verso sinistra, cioé vengono aumentate tut-
te le lunghezze e questo comporta stabilita, si
hanno due giri.

Diminuendo il guadagno quello che succede &
che la curva viene rimpicciolita verso destra in
maniera proporzionale, il sistema permane in
instabilita fino ad un certo punto.
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Esempio 3. Sistema ad anello aperto instabile

Si analizza ora un sistema ad anello aperto che instabile e che diventa stabile quando
si va a chiudere I'anello.

Verra usata la formula N = ZCH - ZAP in un modo meno convenzionale.

Il sistema ad anello aperto ha i poli con parte reale positiva, per poter riscontrare il feno-
meno che si vuole analizzare.

Data la funzione di trasferimento, si
nota che c’€ un guadagno K, c’é€ uno
zero nel punto 1 (s + 1 al denomina-
tore), ¢’é un polo nell’origine, un polo
nel punto 2 (s - 2), un polo nel punto

F(S)-': K(s+1)
s(s-2)5+5)

-5 (s + 5).
Il sistema ad anello aperto presenta dunque un polo con parte reale positiva.
La struttura del sistema e descritta dello schema generale relativo.

Un sistema ad anello aperto puo essere instabile mentre pud essere stabile un sistema
ad anello chiuso, e questo € un esempio in cui la retroazione puo stabilizzare un sistema
che ¢é intrinsecamente instabile.
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F[S-): KCS-H) =, F'(s.\] Il numero indicato con Z,, &
5(5—2)(51-5) " S pari a 1, il numero di poli con

parte reale positiva del sistema

— =4
Zﬂ” ad anello aperto € 1, il polo é
+T,S - 2.
| —n s—z_-.-z[_»l-—‘—} dato das. 2. |
A-1,S 2 Per fare il diagramma di Ny-

quist si traccia prima il dia-
gramma di Bode.
Per portarsi in una forma conosciuta scriveremo invece di s - 2, -2[1 - s/2]. In questo
modo si identifica il termine 1 - T..
Il segno - di -2 influenzera il dia-

+ 1 gramma delle fasi; la fase del fat-

S
Flo)= K(s+1) — Eés_}_‘ tore -1 & pill 0 meno pari a -180°.
5(5-—2)@*5) L Il fattore -1 ha modulo unitario,
— Zﬂ?" quindi nullo nel diagramma di

-20\1 Bode, ma € un fattore che modi-
5?-___ — oW fica le fasi in quanto abbiamo un
.A°_ termine aggiuntivo di -180°.

Del diagramma di Bode interes-
sano soprattutto le fasi, in quanto
sui moduli c’é poco da dire.

Nei moduli, avendo un polo nell’o-
rigine, la pendenza iniziale € -20
decibel (dB) per decade.

Per quanto riguarda la pendenza
finale, abbiamo tre poli (al deno-
minatore), uno zero (al numeratore), la differenza tra zeri e poli & due, quindi abbiamo
una pendenza finale di -40 decibel per decade.

Per quanto riguarda le fasi, abbiamo un fattore -180° di base, sempre, portato dal -2; ci
sono poi altri -90° portati dal polo nell’origine. Quindi si partira da valori della fase vicini
a-270°.

Poi c’é uno zero con pulsazione di rottura uguale a 1, per cui cominceremo a salire. C’e
un polo a parte reale positiva, il cui effetto sulla fase &€ opposto a quello dato dai poli a
parte reale negativa. Quest’ultimi danno una diminuzione della fase, gli altri danno luogo
ad un aumento delle fasi. La fase quindi tende ad aumentare fino ad un valore di -90°,
perd c’é polo in 5, con parte reale negativa che riporta le fasi in basso di -90° per cui alla
fine tutto si assesta sui -180°.

Quindi 'andamento delle fasi della funzione di trasferimento € quella mostrata in figura.
Tracciato il diagramma delle fasi possiamo tracciare il diagramma di Nyquist.

E molto importante il diagramma delle fasi di Bode perché aiuta a leggere in quali qua-
dranti si trova compresa la curva.

Si nota che le fasi sono comprese fra due fasce, la prima fra -90° e -180°, la seconda fra
-180° e 270°.
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Inizialmente quando w cre-
sce da 0 fino ad un certo va-
lore, quello di intersezione
con il valore -180°, la fase &
compresa fra -180° e -270°.
Questo significa che la curva
si trova nel secondo settore,
quello con parte immaginaria
positiva e parte reale negati-
va. Per valori di w molto bas-
si il modulo € molto elevato
e la fase & -270°. Da queste
considerazioni si traccia una
prima parte del diagramma.

4\'.[,\ Da quel punto in poi la fase tutta compresa nella fascia
tra -90° e -180°. Questo vuol dire che il diagramma &

compreso nel terzo quadrante, quello a parte immagina-

ria negativa e a parte reale negativa.

I modulo tende a zero e la fase tende a asintoticamente

o a -180°. Possiamo dunque tracciare la restante parte del

“Re diagramma.

Vedremo come sia possibile analizzare la stabilita del sistema a partire da questo dia-
gramma.
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Lezione n. 23 STABILITA DI SISTEMI A RETROAZIONE Il

Prof. Alberto Isidori
40'36”

Proseguiamo nello studio della stabilita di un sistema a retroazione nel quale € presente

K (5+1) ':
3 (S-—Z)Cs +5)

-25%6\1\’2\-—————9 W
—AO

-

-
-
S e et me e e~ - -

pulsazione in cui la/fase vale -180°

quadrante in cui le

fasi vanno
da -180° a -270°

un polo con parte reale po-

! sitiva nella funzione di tra-

,_E@.. sferimento ad anello aperto.

Y Abbiamo il diagramma di

Znp= Bode, in particolare quello

delle fasi, in modo qualitati-

4\1‘\ vo. Questo ci ha consentito

di disegnare il diagramma di
Nyquist.

Per w vicino a zero le fasi

~ 7"’?‘ tendono a -270°, crescono
fino ad arrivare a -180° e i
moduli vanno da piu infinito
ad un certo valore.

Nel punto in cui la fase vale

-180° il modulo & positivo in
decibel quindi si riscontra che il modulo & maggiore di
uno e questo vuol dire che il punto -1 si trova a destra
di esso.

Nel diagramma di Bode delle fasi, al crescere di w la
fase comincia a crescere e poi si assesta intorno al
valore di -180°.

Il modulo tende a zero perché tende a meno infinito in
decibel.

Quindi il vettore rappresentativo nel diagramma di Ny-
quist € ha una fase crescente, poi la fase torna indie-
tro, e quando il vettore diventa molto piccolo, la fase
tende a diventare la fase del vettore orientato verso il
semiasse reale negativo.
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Per studiare la stabilita occorre disegnare il diagram-
- ma di Nyquist corrispondente alle pulsazioni negati-
’ ‘1‘1“\ ve, che & simmetrico rispetto all’asse reale. In esso
’ le frequenze vanno da meno infinito fino a 0-. Poi
4' vanno da 0- a 0+, facendo tanti mezzi giri in senso
: T b orario quanto & la molteplicita del polo che ha cau-
\ z 5——,‘ sato l'allontanamento del diagramma all’infinito. Nel
\ nostro caso il diagramma si allontana allinfinito per
la presenza del polo nell’'origine, quindi si deve fare
un solo mezzo giro. La chiusura all'infinito del dia-

]
> v J gramma avviene come mostrato in figura.

Quello che abbiamo ottenuto € il diagramma complesso relativo alla configurazione.

A questo punto dobbiamo stabilire il numero N di rotazioni.

Partendo da meno infinito e muovendosi verso il punto di intersezione, il vettore che rap-
presenta la funzione F, cioé il il vettore che congiunge il punto -1 con la curva, compie
mezzo giro in senso antiorario (-1/2).

Arrivati a questo punto il vettore scende di sotto e arriva all’'intersezione con 'asse reale
e da qui verso la parte superiore del diagramma, fino al punto sull’asse reale non facen-
do alcun giro.

Da questo punto fino a piu infinito (tratto in basso) viene fatto un mezzo giro in senso
antiorario (-1/2).

Quindi N = -1. Ricordando la formula che lega il numero di giri positivi in senso orario al
numero di radici, essaeé N=Z_, -Z,,, con Z_, pari al numero di radici con parte reale
positiva del sistema ad anello chiuso e con Z,, pari al numero di radici con parte reale
positiva del sistema ad anello aperto.

Poiché N=-1¢e Z,,=1alloraZ, =0. Questo ci permette di concludere che il sistema
ad anello chiuso & stabile, in quanto non ci sono radici con parte reale positiva nel siste-
ma ad anello chiuso. Si tratta quindi di un effetto stabilizzante della retroazione.

Il sistema € venuto stabile essenzialmente per il fatto che nel diagramma di Nyquist il
punto -1 si trova a destra del punto di attraversamento.

Immaginiamo ora uno scenario analogo ma nel quale ci sia instabilita, tracciando il rela-
tivo diagramma di Nyquist.

(. T Una situazione del genere & possibile diminuendo il guadagno
nel sistema precedente.

Nel diminuire il guadagno, il diagramma di Bode si modifica

abbassando i moduli e lasciando inalterato il diagramma delle

-;3- fasi, mentre il diagramma di Nyquist si restringe verso sinistra.

-1
diagramma Facendo la stessa operazione di chiusura del diagramma di
di Nyquist Nyquist e contando le rotazioni, esse sono 1.
di ““bs.;“ema Dunque il numero totale di rotazioni che il vettore rappresen-
mstabile

tativo della funzione 1 + F(jw) compie attorno alla sua origine,
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o cioe il numero di rotazioni che il vettore F com-
:Z —ZA" pie intorno al punto -1 & paria 1.

o Applicando la formula troviamo che Z_, = 2.

1= Z“ -1 Quindi il sistema ad anello chiuso ha due radici

con parte reale positiva per cui il sistema € in-

Ze* 2 stabile.

Im Nel contare le rotazioni,
si possono avere mezzi giri,

]
. f\ ) ¢ ure nes.sun giro‘, se
™ a il vétgre si alza o si abbassa
2 NS P
+-
\\ ? Q *3 = i
A ~ R
“o- 1 .
1¢£49)

rotazioni in senso orario
hanno segno +, quelle in
senso antiorario hanno
segno -.

La figura sopra corrisponde a guadagni bassi,
con instabilita del sistema.

La precedente figura, a guadagni alti, rappresentava un sistema stabile.

Abbiamo visto in sostanza come la stabilita si acquisisce aumentando il guadagno, in un
sistema del tutto particolare.

Qualitativamente possiamo dire che il sistema instabile comandato con un basso gua-
dagno permane in un sistema instabile.

Volando passare da un sistema instabile ad un sistema stabile il comando da dare deve
essere abbastanza importante e questo spiega perché occorre un guadagno al di sopra
di un certo valore minimo per passare da una situazione di instabilita ad una situazione
di stabilita.

Se pero il guadagno € troppo elevato puo rispuntare fuori una instabilita.

o s P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P o P P P P P P P P P P Pt P P P P P P P P P P P P

Esempio 4. Un diagramma piu elaborato.

2 -G Si tratta di un sistema a retroazione caratte-
(.S-r‘l) F\" 3 rizzato da una funzione di trasferimento ad

i

F(sk sg.*_,z) T ’J& anello aperto della forma rappresentata in
5(5*1")( figura, con due zeri nel punto -1, ovvero due
,.,‘?w‘:\ zeri con parte reale negativa, un polo nell’o-
~ rigine, un polo nel punto -4, due poli sull’as-
\ L se immaginario (il termine s2 + 2)
NETToy
—> N

Questo complica il diagramma di Nyquist.

Tracciamo come prima cosa il diagramma di
Bode, in modo qualitativo.
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Per quanto riguarda i moduli, si parte con

N (51-1)’):-: F."" 3{3“_ pendenza di -20 dB per decade perché
F6)=! ; } (S 2 c’e un polo nell'origine. Abbiamo in totale
'5(5"!#)("1"?) quattro poli e due zeri, la differenza fa
,,‘2.1» I due per cui ad un certo punto la penden-
w\ : .
N za diventera -40 dB per decade.
\ Si noti come ai fini del tracciamento del
i ~—20 diagramma di Nyquist il diagramma dei
A semenme T moduli di Bode non dia particolari infor-
"/5-.‘——"” mazioni. Al contrario di quello delle fasi.
o). -_E, S Per semplificare le operazioni di studio si
: considera una parte della funzione, quel-
‘*’...-.i-- - -} -— la che non contiene i due poli sull’asse
. . ) immaginario.
fad R et BT Abbiamo un polo nell’origine, nel punto
-4 e poi ci sono due zeri con parte reale
negativa.

Per la presenza del polo nell’origine (s) la fase partira da -90°. Ci sono poi due punti
critici, 1 e 4.

La fase dalla partenza tende a salire, se ci fosse un solo polo sarebbe da -90° verso lo
zero, ma siccome lo zero & doppio allora tende a salire da -90° a +90°. Se non ci fosse
né il polo in -4 ne il successivo, da s? + 2, la fase andrebbe da -90° verso +90°, salendo
con una legge dell’arcotangente. Poiché c’¢ il polo in -4, |la fase ritorna zero.

Quindi questo ¢ il diagramma delle fasi ottenuto considerando una parte della F(s); per
il termine scelto, avendo due zeri (al numeratore) e due poli (al denominatore), la fase
tende a zero.

Vediamo ora cosa succede considerando anche il termine 1/(s? + 2).

Questo termine corrisponde ad un polo nel punto 2'2 che si trovera piu 0 meno a meta
della campata delle fasi. Il punto 2'2 & in scala logaritmica la media geometrica di4 e 1.
Siccome € un polo nell’origine il modulo in quel punto, 22, va all'infinito, per cui il dia-
gramma dei moduli si modifica di conseguenza.

Quindi il modulo viene dall'infinito, scende fino ad un certo valore e torna all’infinito. Poi
va da +infinito a -infinito.

Ripetiamo che il modulo va all’infinito perché per w uguale a 2'2 il termine s? + 2 diventa
nullo e quindi la funzione F(jw) va all’infinito.

Il fattore 1/(s? + 2), per s = jw, € uguale a 1/(-w? + 2), che € una quantita reale per ogni
w. Quindi le fasi sono 0 oppure 180° a seconda del segno.

Se w < 2" il denominatore & una quantita positiva e quindi la fase € uguale a 0.
Se w > 22 il denominatore & una quantita negativa e quindi la fase & uguale a 180°.

Il diagramma delle fasi di questo termine vale zero fino a 22, poi per valori maggiori vale
-180°.
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v >0
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‘
A crocodee .-'-----
J
.‘.Q.-- -J-*--
' |
L ST

‘-.. ?.1--‘-5-‘.

. -2

T =3
Il diagramma delle fasi del fat-
tore aggiuntivo deve essere
raggiunto a quello precedente.
| Fino al punto 21/2 non succe-
S de nulla, per il valore omega
-+ = 21/2 ¢’ un brusco abbassa-
mento delle fasi della quantita

weia (E=O -180°.

w> F,\ L::. -& Nel diagramma precedente

LX XX e

_180° m——

‘l'

attravérsamento

Diagramma di Nyquist per la prima parte
del diagramma di Bode,

— fa(r]

ci trovavamo in un punto tra
+90° e 0, in quello definitivo
c’@ uno spostamento di -180°
da quel punto. Dopodiché la
curva replica quella che c’era
prima, solo piu in basso.

Questo & dunque il dia-

gramma di Bode finale, con

la presenza di una disconti-

nuita nelle fase, dovuta alla

presenza del polo sull’asse

immaginario della funzione
o F.

Tracciamo ora il diagramma
di Nyquist.

Per w che va da 0+ a cre-
scere, quello che succede e
che quando w cresce il modulo inizial-
mente € infinito, la fase inizialmente &
-90°, con valori leggermente superiori.
Questo significa che nel diagramma di
Nyquist la curva € tutta compresa nel
quarto quadrante, oppure il primo qua-
drante in senso orario, quello con parte
reale positiva e con parte immaginaria
negativa. Il modulo tende a diminuire
fino ad una pulsazione in cui la fase &
diventata zero e questo vuol dire at-
traversare il semiasse positivo nel dia-
gramma di Nyquist.
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Poi la fase diventa positiva, quindi ci
troviamo nel primo quadrante, quello
con la parte reale positiva e la parte
immaginaria positiva, fino ad un cer-
to valore massimo della fase, in cor-
rispondenza del quale il modulo va
all'infinito. Questo vuol dire che la cur-
va rappresentativa del diagramma di
Nyquist va di nuovo all’infinito con un
angolo corrispondente al valore massi-
mo della fase nel diagramma di Bode,
che, nella figura, potrebbe essere di
45°,

Quindi il diagramma va all’infinito per w che tende a 2'2 per valori negativi, da sinistra.

Poi la fase subisce una brusca va-
riazione di 180°, il che corrisponde
ad andare avanti o tornare indie-
tro in quanto le fasi sono definite a
- a(rymeno di 360°.
. Il valore della fase nel diagramma
.’ di Nyquist (in basso a sinistra) cor-
. risponde al valore dell’angolo nel
’ momento del “salto” diminuito di
’ 180°.
questo angolo corrisponde all’angol

“nel salto”, cioé I’angolo prima del “salto”,
diminuito di 180°.

IO p=1&

F& = :—’—)ZCS, » #+2)

[}
'

Da quel valore, la fase tende ad aumen-
tare un po*, poi ci ritroviamo nel punto
di valore pari a quello da cui eravamo
partiti**, poi la fase tende a -180°, con
il modulo che tende a zero™*.

O-
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Re(F)

andamento delle w

Per applicare il criterio di Nyquist oc-
corre disegnare la parte simmetrica
della curva.

In questa si va da meno infinito a piu
infinito quando w tende a -2'2 per valo-
ri negativi (in alto a sinistra).

Quando w arriva a -2"2 per valori nega-
tivi la curva riprende da valori di a -2'2
per valori positivi (in basso a destra),
da cui w cresce; la curva cresce fino
ad arrivare a 0-, da qui va a 0+. Da qui
la curva continua nel tratto pieno fino a
22 da valori negativi, in alto a destra,
poi essa continua nel tratto da 2'? da
valori positivi, in basso a sinistra, fino
a piu infinito.

_!— 4 Questo rappresenta il diagramma com-
pleto.

/2_'1'
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a Il diagramma va tre volte all’in-
finito perché abbiamo tre poli,
tre poli sull’asse immaginario:
uno nell’origine, uno in 22 e
uno in -2'2,

Quindi quando si pone s = jw
e si percorre 'asse immagi-
nario, I'asse w, si trovano tre
poli per cui la curva va tre vol-
te all’infinito. Poiché sono tre
poli semplici devono fare tre
chiusure all’infinito, cioé tre
mezzi giri, in senso orario.

Il primo & quello che va da
-2'2 per valori negativi a -2'2
per valori positivi; il secondo
e quella che va da 0- a 0+; il
terzo & quello che va da 2'2 per valori negativi a 2'2 per valori positivi.

Questi sono i tre mezzi giri che servono per completare la curva.

Il punto -1 si trova esterno alla curva, cioé a sinistra della curva, quindi tenendo conto
delle considerazioni si giunge alla conclusione che il sistema e stabile.

i 3 poli
sull’asse immaginario

s s P o P P P P P P P P P P P P P P P o P o P P P P P P P P P P P P P P P P P o P P P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P

La precisione

* Definizione di errore e =y -y

L’errore € la differenza tra 'andamento della variabile che si vuole controllare (y) e I'an-
damento effettivo (y,,).

L’errore dipende dal tipo di riferimento.
« Classi particolari di segnali
* Aspetti particolari della risposta

Classi di segnali
Sono i tipi di andamenti nel tempo dei riferimenti che vogliamo inseguire.

» Costanti. La situazione piu elementare quella di riferimenti costanti, che si hanno quan-
do si ha un problema di regolazione per cui vogliamo mantenere costanti le grandezze
controllate. | riferimenti sono dunque grandezze costanti. Anche disturbi possono esse-
re riferimenti costanti.

* Polinomi. Rappresentano funzioni elementari con cui si possono comporre funzioni piu
complicate.

« Sinusoidi. Sono ingressi oppure disturbi che hanno un andamento sinusoidale nel
tempo.

O
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Lezione n. 24 ANALISI DELLA PRECISIONE |

Prof. Alberto Isidori
40'59”

L’errore in un sistema di controllo

4 Vediamo il sistema come un blocco uni-
co nel quale entrano due classi di in-
gressi, il riferimento cioé 'andamento

—7:'] desiderato per l'uscita, il disturbo che é

yﬁg - qualcosa di cui vogliamo liberarci e dal
&) quale esce la grandezza controllata.

e(b)= yri((*) = Con I'errore indichiamo la differenza tra

e(s) = Yo ) =y) I'andamento desiderato dell'uscita, che

e il riferimento, e 'andamento effettivo

- (W %,:60) +w‘(s) 4(s)) delluscita.

Per vedere come l'errore & legato agli

e(s) = [1-—W(s)1 yd{_(s) <+ Wd(s) O\(S) ingressi del _S|stema_1 & gtlle scrivere Ia_

stessa cosa in termini di trasformata di

Laplace. La trasformata del segnale di errore € e(s); la trasformata del segnale di riferi-
mento e y_(s); la trasformata dell'uscita € y(s).

Il riferimento € una grandezza data, se il sistema & lineare allora 'uscita dipendera dei
due ingressi secondo due funzioni di trasferimento. Quindi y(s) sara pari ad una certa
funzione di trasferimento tra riferimento ed uscita (W(s)) per il riferimento.

Per il principio di sovrapposizione degli effetti c’é€ anche una componente dovuta al di-
sturbo, che, per linearita, si esprime come una funzione di trasferimento tra disturbo e
uscita (W (s)) per il disturbo.

del

La formula finale che esprime I'errore &€ mostrata
e(s) =W, (s)y i (s) - W (s)d(s) in figura.

funzione di trasferimento di errore

errore

——————a W (s)=1-W(s)
riferimento

Queste considerazioni sono del tutto generali.

Se nel blocco immaginiamo una struttura di un sistema a retroazione allora le funzioni
assumono una forma ancora piu specifica. In particolare sia la funzione di trasferimento
di errore, sia la funzione di trasferimento del disturbo sono legate alla funzione di tra-
sferimento del sistema ad anello aperto (o alle varie componenti che ci sono nell’anello
aperto).
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d Nella figura a fianco & rappresentato il siste-

r + ma piu semplice di un anello elementare.
+ ’ ’ ) ’ N . . ]
F(s) > Nellrfmello. c'e un rlfenlmento, r, Igrrore, e,
che é la differenza tra il valore desiderato e

valore effettivo dell’'uscita, un blocco anello
aperto con una funzione di trasferimento F, il
disturbo d che agisce sull’'uscita. La reazione

€ unitaria.
w | 1 La funzione di trasferimento di errore e la
=T Fs) V=T Fs) funzione ditrasferimento tra disturbo e uscita

sono visualizzate a fianco.
Esse sono uguali.

o s P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P Pt

Classi particolari di segnali

Una classe notevole di segnale di riferimento & quella descritta a lato. Si tratta di una
famiglia di polinomi, della potenza del tempo, con un fattore di normalizzazione k!, che
ha una utilita pratica nelle formule.

tk Quello che ci interessa & studiare la ri-
Vrif (t) = — sposta di un sistema ai polinomi.

k' Al lato il sistema di cui vogliamo studia-
re la risposta da riferimento a errore, con
la funzione di riferimento fatta come una

] potenza intera, divisa per un fattoriale
— _7:)' che ha una utilita pratica nelle formule.

Una classe notevole
di segnali di riferimento

e Perk =0 y. =1, cioé e costante. Que-

Yig = k! 4 sto € il caso dei sistemi di regolazione.

Ree 2w | 'andamento desiderato della grandezza
controllata € un andamento costante.

kgo yﬁ'\(, =4 ¢
nf
ka4 Yoget ASSERVINGHTS

Perk =1 y_ =1, cioé un polinomi di gra-
do uno, che corrisponde ad una rampa.
Questo € il caso dei sistemi di asservi-
mento, con tratti di pendenza non nul-
la. Nella robotica il controllo di tipo “pi-
ck-and-place”, che consiste nel prendere
un oggetto e spostarlo, € un controllo sia
di posizione che di velocita. La velocita
26 viene fatta evolvere secondo un ben pre-

ciso profilo: accelerazione, velocita co-

stante, decelerazione. Se la velocita cre-

sce con pendenza costante vuol dire che
>k in quel tratto 'accelerazione é costante.
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Una pendenza negativa significa una velocita decrescente, con accelerazione costante.
Nella figura la velocita v di riferimento & 'andamento desiderato. Il profilo € composto da
entrambi i tipi di profilo. A fronte del’andamento desiderato ¢’ un andamento effettivo
con degli scostamenti dall'landamento ideale.

L’analisi consiste nel verificare quanto sono ampi gli scostamenti, se possibile anche
separare il fenomeno iniziale da quello che & 'andamento a regime.

Un’altra applicazione di questo tipo di controllo € nel controllo del volo, in cui il parame-
tro in funzione del tempo non é la velocita ma l'altezza dell’aereo.

kea . @ yrif Perk =2 Y= t2, un andamento parabolico.
$=

—

2

Vediamo come riusciamo a caratterizzare la precisione del sistema quando ci troviamo
di fronte segnale di questo genere.

1____.-- Nel caso del controllo di velocita quello che
| -7y vogliamo fare & imporre una vel'00|ta‘ del ge-
y,‘ d nere come mostrato in figura. Ci sara un pri-
n . . « e . . .
k\t k- il ' mo periodo iniziale in cui le cose si devono
) - “4::37& aggiustare, poi, a regime, la velocita giusta
dg = ! Tea A S]¢) » POI, gime, g

dovrebbe essere mantenuta.

Escludendo il periodo iniziale e analizzando la situazione dal momento in cui le cose si
sono assestate, quello che si va a considerare € il cosiddetto regime permanente.

Il regime permanente € quel regime di funzionamento sul quale si assesta il funziona-
mento del sistema una volta esaurito il fenomeno transitorio iniziale. E quella particolare
risposta alla quale la risposta effettiva converge, dopo un certo tempo. C’&€ una conver-
genza asintotica, ma dal punto di vista pratico la convergenza & dopo un tempo finito.

Non & detto che il regime permanente sia un andamento costante, nell'esempio la gran-
dezza controllata &€ una grandezza che varia nel tempo. Pero il regime € quello di una
velocita costante, di una pendenza co-

|
A y)= W@ ray stante.
s ] ) Il modo migliore per definire la risposta a
— W( "7:]@) regime permanente, come visto a teoria
V,;g(’) 4 dei sistemi, & quello di passare alle tra-
lc\" = puns sformate di Laplace.
i = ;’T Si ha quindi la trasformata di Laplace
' dell'ingresso e quella dell’uscita.
- \ .
2 La trasformata di Laplace del segnale
-yu')’ <(: ‘(S) 5"“ di riferimento, I'ingresso, assume una
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semplice espressione, 1/s**'. Con il k! La formula della trasformata & molto semplice.
Si suppone che W(s) sia la funzione di trasferimento del sistema; in uscita c’era quantita
y(s)=W(s)/s*.

Quello che vogliamo calcolare € y(t), che sara la trasformata inversa di y(s).

Piu che determinare numericamente la trasformata inversa ci interessa conoscere la
struttura di essa.

La funzione W(s) & in genere una fun-

5:_.,‘ Ve G zione razionale, con poli e zeri. Anche
o™ T b 1/sk+1 & una funzione razionale, quindi
v abbiamo un prodotto di funzioni raziona-
*g =y li. Quindi occorre applicare lo sviluppo
- ‘C{‘(‘)S_};‘] " C°.: funzioni.parziali, fare residui,l ecc. |
/ Supponiamo che W(s) abbia solo poli
L Y- semplici. Quindi essa ha un numerato-
phoemplc W Teap, re, di nessun interesse analitico, ed un
AN NG) PO denominatore, che & un prodotto.
'ﬁ'(s'ﬂ) | p, sono tutti poli distinti tra loro.

Inserendo I'espressione nella formula
della anti trasformata, si trova una funzione razionale che ha n poli nei diversi punti p,,
P,, ... P.; Poi ha un polo di molteplicita k+1 nel punto s=0.
Si effettua lo sviluppo in frazioni parziali, che conterra dei termini relativi alla somma di
certi residui, poi ci saranno tanti termini relativi al polo 1/s*'.

Siccome questo polo ha una certa molteplicita k, ci sono piu termini con il denominatore
s. Ci sara un termine C /s, un termine C_./s? ..., fino a un termine C /s**', notare come
la somma degli indici sia sempre k + 1.

Questa ¢é la scrittura caratteristica dello sviluppo in frazioni parziali in presenza di tanti
poli semplici (p,) e di un certo polo multiplo (s**").

Notare che tra i poli p, non ci sono poli nell'origine, perché stiamo studiando un sistema
che immaginiamo stabile. Quindi ha tutti i poli con parte reale negativa, per cui tutti i poli
p, sono numeri con parte reale negativa.

P - Ce
T*)-LI'?}E‘"" - LG F

sy, 5 8t

-~

‘Z?E +ﬁ+f‘ht* + C, 1-

Non c’e intenzione di calcolare tutti i numeri (R, C ), perché si vuole estrarre dalla scrit-
tura delle informazioni di tipo qualitativo.

Senza fare nessun calcolo si riesce a capire come ¢ fatta la trasformata inversa, quella
che é la risposta nel tempo.
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Essa sara una funzione che si ottiene trasformando membro a membro.

Cé-*.

- e'_,\ Yeyn s S coefficient di uno sviluppo
inrd in serie di Taylor

- 6 Con Co

= X T

%;',J'q * e k

&WO

P:;c ,g+(‘,,_,t+..4.(° k'
— Ky
} SoppAavwvE \

un’espressione del genere mostrato in figura.

Quello che succede quando passa un
po’ di tempo a partire dall’istante ini-
ziale, gli esponenziali con parte reale
negativa decadono e tendono a zero
asintoticamente. Dopo del tempo I'ef-
fetto della parte iniziale in sommatoria
e trascurabile e sopravvive la parte re-
stante.

Se k=0 c’é¢ una costante, sek=1c’e
una rampa che si somma alla costan-
te, se k = 2 ¢’ una parabola che si
somma alle precedenti, eccetera.

Ecco quindi che la risposta a regime
permanente di un sistema stabile a
un ingresso della forma t</k! € sempre

Essa & una approssimazione della risposta effettiva al crescere del tempo.

Ed ¢ la risposta a regime permanente.

La risposta a regime permanente dipende dai coefficienti C, .
Essi si calcolano con una formula legata al calcolo dei residui, riportata in alto.
Essi sono i coefficienti di uno sviluppo in serie di Taylor, e la funzione W(s) pud essere

scritta come W(s) =C,+ C;s + Cs* + ...

Analisi della precisione

con punto iniziale s = 0.
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d Applicazione di quanto visto finora.

. Ci interessa come l'errore €& legato ai
parametri del sistema, quindi ci interes-
sa I'andamento dell’errore in funzione
dell'ingresso e in funzione dei parametri.
i Dobbiamo guardare la funzione di trasfe-
I (d_“_r) rimento di errore W._(s).

s={

y
—»

W (5)= P .
¢ 1+F(s) ol g » Si definiscono i coefficienti di errore C
¢k che sono i coefficienti dello sviluppo in
e ()= C"“-IT! e+t Copqt +Coy serie di Taylor della funzione di errore W

Se lingresso del sistema, il riferimento r,
e il polinomio notevole t*/k! allora I'errore a regime permanente erg(t) € un polinomio del
tipo visualizzato in figura, in cui i termini sono scritti in ordine decrescente di potenze
di k. Inoltre c’€ un termine “e€” in piu per evidenziare che i coefficienti sono relativi alla
funzione di errore, al variare del tempo.

Un sistema di controllo viene dettodi  Definizione di errore, che serve a valutare
tipo k se l'errore in regime permanente se il sistema & buono o no.

all'ingresso Un sistema di controllo viene detto di tipo k
P se l'errore in regime permanente all'ingres-
Al = — SO tk
YerlD k! yrif (t) = Kl
é finito e non nullo é finito e non nullo.

Se sono presenti i termini con la variabile t, 'espressione erg(t) va a infinito al crescere
di t.

Quindi I'errore in regime permanente sara finito se tali termini non ci sono. L'errore sara
non nullo se 'ultimo termine & diverso da zero. L'errore sara 0 se tutti i termini sono nulli.

Condizione: Condizione:
un sistema & di tipo k se e solo se il sistema é di tipo k se e solo se
Co=Cy=wn =Cyyy=0 C=C_=..=C_ =0 (coefficienti di errore)
C, =0 C,#0 (ultimo coefficiente di errore)

in questo caso, e()—+e¢, =C,, in questo caso, e(t) > e =C,_,

N.B.:
Conoscendo l'uscita di riferimento e 'errore si puo calcolare l'uscita.  e=y .-y
Conoscendo l'uscita e l'uscita di riferimento si pud calcolare I'errore. ¥ =~ Yyif = ¢
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e {‘___D__”_ Ad esempio, dato il sistema a lato, studiamo il caso per
k =0.
A 4| e
— eo

L = Quindi si immagina come ingresso una costante unita-
| . ——> & ria.
e Se il sistema & di tipo 0, in riferimento alla definizione
1 data, vuol dire che per I'ingresso fornito l'uscita effettiva
&= 4y G zzzrzas presenta un errore finito e non nullo, cioé c’'é un errore
Yo g -€ costante, che € la quantita C_,. L'errore converge dun-
N~ que ad una quantita finita.

L'uscita effettiva sara pari all'uscita di riferimento (unitaria) meno l'errore, quindi I'uscita
effettiva sara sotto il valore unitario del valore esattamente pari all’errore.

D | 2 Se il sistema €& di tipo 1, ad un ingresso unitario corri-
L _____[ o sponde una uscita effettiva che riproduce esattamente
[3 — ’: 3 H H Y

1 _ -t I'ingresso, I'errore in regime permanente €& nullo.

¢ Questo perché se il sistema € di tipo 1, quindi t &€ elevato
‘ a 1, l'errore deve tendere ad una quantita costante di
‘;’j’”( . R C.=ovalore C_1 # 0, mentre C_, = 0; questa & I'applicazione
SO ettt e Gueo della definizione data.

Se il sistema é di tipo 1, mettendo in in-
gresso un polinomio, una rampa di pen-
denza unitaria, quindi k = 1, per definizio-
ne I'errore tende ad una quantita costante
C,,- L'uscita effettiva e pari all'uscita di ri-
ferimento meno l'errore, quindi sara una

rampa di pendenza unitaria traslata ver-
b | L Cey so il basso della quantita C_,.
3+-Y L ™ G,=o Quindi questo & quello che succede

Ysg-e g A do il sist e di tipo 1 sollecitat
1 i ed—> C 6 quando il sistema é di tipo 1 sollecitato
v~  Gped c‘ da un ingresso del tipo t'/1!.
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Riferim. ) Tabella che mostra 'andamento dell'ingresso a se-
Tipo yo=t | yw=t [yo=t2 o go e tipo.

0 eo ilimitato iHlimitato

1 nullo € limitato

2 nullo nullo Qz

Quando l'ordine dell'ingresso corrisponde al tipo c’é€ un errore finito e non nullo, a regi-
me permanente.

Quando l'ordine dell'ingresso € piu grande del tipo I'errore tende all'infinito, a regime
permanente.

Quando l'ordine dell’ingresso € piu basso del tipo I'errore € nullo, a regime permanente.

Questa € una analisi convenzionale del modo in cui si pud caratterizzare I'errore di una
certa classe di ingressi, per un certo aspetto particolare della risposta, quella a regime
permanente.

La classificazione dei sistemi in tipo ci dice quanto piu un sistema € buono rispetto a
ingressi che lo possono sollecitare.

Vedremo piu avanti altri aspetti con cui si pud caratterizzare la precisione di un sistema.
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Lezione n. 25 ANALISI DELLA PRECISIONE I

Prof. Alberto Isidori
43'51”

Nell'analisi della precisione ci siamo soffermati su una classe particolare di ingressi, i
cosiddetti polinomi canonici, della forma come mostrato a lato.

Abbiamo studiato un aspetto particolare della risposta, risposta a regime permanente.

Segue poi una definizione di classificazione dei sistemi, che serve a stabilire la bonta
della precisione della risposta in regime permanente agli ingressi.

Una classe notevole di segnali di Un sistema di controllo viene detto di
riferimento tlipo k se I'errore in regime permanente
all'ingresso
k
J ¢
Yarll= Yarlh= 1

¢ finito e non nullo
(se nullo potrebbe essere di ordine maggiore di k)

Abbiamo legato la proprieta di un sistema di essere di tipo k a certi coefficienti che si
possono calcolare a partire dalla funzione di trasferimento di errore.

Si tratta di un sistema che lega il riferi-
mento all’errore.

Il riferimento € il polinomio di ordine k.

-

< b e..+C trCo
‘njc-“)i q.ka' ("‘ Lt"‘)!' o

S ba . : .
L7 L"' L[Ml L'errore & una funzione complicata del
y ¢ o | 3¢ e . tempo, ma la porzione a regime per-
- > T . N
. &% Wde GotCut »Caat manente, cioé l'errore a regime, & una
ingresso

combinazione di polinomi di ordine k e

discendenti nella forma come mostrata

a lato.

| coefficienti sono delle derivate k-esime, calcolate nell’origine, divise per un fattore di
normalizzazione, della funzione di trasferimento di

Condizione: errore.

| coefficienti sono coefficienti di uno sviluppo in se-

rie di Taylor di punto iniziale zero, nella forma ripor-

C¢0 -Cd - L -Cc,t—l -0 tata o . . . o

C.x0 A lato la condizione affinché un sistema sia di tipo
ok k, e la convergenza dell’errore.

un sistema é di tipo k se e solo se

in questo caso, e(f) »e, =C_,
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Dato un sistema, di un certo tipo (0, oppure 1,

oppure 2), esso puo essere sollecitato

con un ingresso di un certo tipo. Gli ingressi possono essere di tipo t°, t', t2.

Quello che succede € che quando un sistema di tipo k € sollecitato con ingresso di or-
dine k allora I'errore a regime permanente ¢ finito e non nullo. Se un sistema di tipo k &
sollecitato con un ingresso di ordine diverso da k si avranno andamenti diversi dell’er-

rore.

LY

;i § e eujim. (.{') = C;k -\: .

+ permanente e(t) tende ad una quantita

— W0 |
!W,,(S |

*l:? — 1Mo Oj’_)" e®)— eo=Cc0

*l:? — 1Mo lj_)" e®)— eo=Cc0

Cen =0
Cet#0Q

L N_,_['ﬂil_r—» e®)—r €5 Ces
% Cexa =0 uscita y

transitorio iniziale

*l:.z ﬁ[ﬂlz_r—» er— C elt+ Ceg

Cen =0 “ =
e \y
Cez + 0

transitorio

ficiente C_, pari all’errore.
e2

In un sistema di tipo 0 con un ingres-
so di ordine 0, cioe t°, I'errore a regime

costante e, = C .
e0

Se il sistema & di tipo 1 e lingresso &
di tipo 0, ingresso costante, I'errore in
regime permanente & nullo.

:9 In un sistema di tipo 1 con ingresso di

tipo 1, t', I'errore a regime permanen-
te, quindi dopo transitorio iniziale, sara
pari al valore costante C_,.

L'uscita y sara una forma d’onda ugua-
le a quella dell'ingresso traslata in bas-
so del valore C_,, sempre dopo un tran-
sitorio iniziale; y =y_ - e..

Quindi il sistema sollecitato un ingres-
so dello stesso ordine produce un erro-
re costante, a regime permanente.

Lo stesso sistema sollecitato con in-
gresso di ordine 0, con una costante,
produce un errore nullo.

Sollecitandolo con una funzione t?, I'er-
rore sarebbe illimitato, perché e(t) =
C.t+ C_,. In questo caso il coefficiente
C,=0.

Se si volesse avere un errore costan-
te per l'ingresso della forma t?, si do-
vrebbe avere un sistema di tipo due. In
questo caso sarebbe non nullo il coef-

La risposta in errore sarebbe sempre e(t) =C_t+C_, ma C_ = 0.
Piu e alto il tipo del sistema, piu il sistema risponde fedelmente ad ingressi piu difficili

da inseguire.
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Riferim. 2
TN, y(t)=1 yt)=t | y)=t /2
0 L Hlimituto limitato
1 nullo ¢, idimitato
"\ nullo nullo Qz

A lato lo schema di riferimento, per i
primi tre tipi.

L'errore costante quando il tipo &
uguale al riferimento pud essere cal-
colato tramite la funzione di trasferi-
mento.

Se l'ordine dell'ingresso ¢é inferiore al
tipo del sistema allora 'errore a regi-
me permanente € nullo.

Se l'ordine dellingresso & superiore

al tipo del sistema allora I'errore tende
all'infinito.

E interessante sviluppare delle formule per legare in maniera pit precisa questi concetti
ai parametri del sistema.

W,6)= cw,»c St CopS - ;*C‘«swmf -
%) 0 0 cet*o
=S kWG W(S)l +0

dal termine sk,

Lo sviluppo della funzione di
trasferimento di errore € nella
forma mostrata in figura a lato.

Il sistema e di tipo k se e sol-
tanto se i coefficienti fino a
k - 1 sono nulli e quello k € non
nullo.

Lo sviluppo comincia a partire

Quindi la funzione W (s) puo essere scritta come W (s) = s* W(s).

La funzione W(s) & non nulla per s = 0 (I'origine del piano complesso).

La funzione W (s) ha uno zero di molteplicita k in s = 0.

Questo € un modo sintetico di caratterizzare un sistema di essere di tipo k.

Condizione:

un sistema & di tipo k

se e solo se

W_(s) ha uno zero di
molteplicita & in s=0

Questa € una condizione molto sintetica della funzione di trasferimento di errore, We(s),

che lega il riferimento all’errore.
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|

y Consideriamo ora € il caso di un sistema in
Cui conosciamo
riferimento - uscita, ovvero ingresso - uscita
+—" La funzione W (s) e W(s) sono legate dalla relazio-
ne mostrata a lato.

la funzione di trasferimento

Per riconoscere sia il sistema & di

tipo k basta prendere la funzione

1 - W(s), farne lo sviluppo in serie

di Taylor, e andare a vedere quanti

sono i coefficienti nulli, poi il primo

coefficiente non nullo indica il tipo
— del sistema.

"~ "~ : : : :
Q°+Q §*aa§+"" + a“.'s 48 Senza} bisogno di fare le derivate si

uno zero di molteplicita k in s = 0.

pud giungere a conclusione modo
piu rapido usando la condizione
tale per cui la funzione 1 - W(s) ha

Per fare questo ci ricordiamo che la funzione W(s) & un rapporto di polinomi, come ri-

portato a lato.

Il numeratore € un polinomio di grado n - 1, il numeratore € di grado n.

Questo perché in genere in tutti i sistemi che consideriamo il numero degli zeri & inferio-
re al numero dei poli e sono i cosiddetti sistemi passa-basso.

Il dominatore € stato normalizzato in maniera tale che il coefficiente di grado maggiore

sia 1. Un tale polinomio € detto monico.

W, 1-W()
orbisebts..-+ b8
W(s- — e
0,40, 3+0,5+--44, 8 * S

Dalla scrittura di W(s) si calcola la funzio-
ne di trasferimento di errore W (s).

Dalla funzione che ricaviamo & molto fa-
cile stabilire il sistema di che tipo é.

Il sistema & di tipo 1 quando ha uno zero
di molteplicita 1 in s = 0; gli zeri sono le
radici del numeratore, quindi il sistema
e di tipo 1 quando ha uno zero semplice

K
\N (S) M (ﬂ L)“ . *QH-L-«)Q‘ - S nel punto s = 0 e questo succede quando
5)-

Qy+0,540,5 4t On ™'+ 8™

B A
Qo= \>o

— manca il primo coefficiente del numera-
tore. Lo zero € semplice se il coefficiente
davanti a s € non nullo.

La condizione affinché il sistema sia di tipo 0 € che a  # b,,.
La condizione affinché il sistema sia ditipo 1 e chea,=b,ea, #b..

Se a, # b, allora la funzione di trasferimento non aveva zeri nel punto
s = 0, per cui il sistema sarebbe stato di tipo 0.

l) Questa a lato € la condizione per avere tipo 1.
# Se fosse solo a, = b, si avrebbe tipo 1 oppure superiore.
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Questo perché abbiamo tipo 2 quando abbiamo uno zero di molteplicita 2 nell’origine,
devono essere nulli i primi 2 coefficienti e partire al numeratore dal

6\\.0 2. coefficiente s2.

Per avere tipo 2 occorre avere a,=b,a, =b,, a, #b,.
Qo= bs

q|: L|
Ay by

Queste condizioni sono condizioni sui coefficienti della funzione riferimento / uscita,
W(s), in cui ¢’ un perfetto parallelismo con i coefficienti al numeratore e al denomina-
tore.

Quindi queste condizioni si possono verificare per ispezione. Dato un rapporto di poli-
nomi, puo essere chiesto di che tipo € il sistema. L'osservazione dei coefficienti deter-
minera la giusta risposta. Questo & un criterio molto semplice per determinare il tipo del
sistema.

Una volta identificato il tipo del sistema, I'interesse cade sull’ampiezza dell’errore. Pren-
dendo come esempio un sistema di tipo uno, in tale sistema se si dispone per ingresso
una quantita costante si ha un errore nullo; se all’ingresso si dispone una rampa, quindi
una velocita costante, I'errore in regime permanente & una quantita costante. E di in-
teresse conoscere il valore di tale quantita costante sulla quale si assesta il sistema a
regime permanente sollecitato da una rampa.

Lo stesso vale per il sistema di tipo 0, che da sempre errore. Un sistema di tipo 0 solle-
citato con una quantita costante, I'errore in regime permanente € una costante ed é di
interesse sapere quanto vale.

Quindi una volta identificato il tipo di sistema. Interes-

SISTEMA sa sapere sempre quale & l'errore in corrispondenza

ETRO g all'ingresso dello stesso ordine. Un ingresso di ordine
¢ k da un errore costante e, ma quanto vale?

\ ({) e d | coefficienti, dalla relativa formula, valgono Ce,.
*..-saoe " Tk ek

La funzione W(s), in s = 0, vale esattamente Ce,.
Basta vedere la formula da cui deriva.
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Vo ) = s* WG C=WG)

W( ) - Wcé> Questa funzione & regolare nel
S - k punto s = 0.

S Il numeratore si annulla s volte

in s = 0, il denominatore si an-

— w é) nulla s volte in s = 0. Quindis =0 e un

C - W(O) - e punto di regolarita, non & un polo della

ek % funzione.
\S Quindi possiamo calcolarne il valore in

S30  s=0, che corrisponde a C.,.

Questa formula non vale sempre ma solo quando il sistema & di tipo k.

=
Ge =W(®D= &We@ 5 free
ek v\ < —‘&:\:e({k ¢, Cen

o o P Pt Pt Pt Pt Pt P Pt P P P P P P P Pt P P P P Pt P P P Pt P P P P Pt P P Pt P P P P P Pt P Pt P P Pt P P Pt Pt Pt P P Pt Pt P P Pt Pt Pt P P

Si noti che, in un sistema di tipo 1, il coefficiente C_, vale quanto ripor-
tato a lato.

C —_ aq“) ’, Per ottenere tale valore si & diviso la funzione We(s) per s, in quanto
el q si € considerato un sistema di tipo 1 e quindi k = 1.
0

Il fattore s al denominatore si semplifica e facendo tendere s a 0 si
ottiene tale risultato.

Si noti che, in un sistema di tipo 1, il coefficiente C_, vale quanto

C z-b?_ riportato a lato.
€)=

q,

Notare che un sistema che ha un polo nel punto s = 0 € un sistema instabile, ma noi
stiamo studiando la risposta di un sistema stabile, quindi a, € non nullo.

Quanto visto € un modo semplice per riconoscere il tipo di sistema quando abbiamo
una certa funzione di trasferimento ingresso-uscita e per calcolare i corrispondenti valori
degli errori.

o o P P P P P P P P P P P P o P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P
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Supponiamo di avere un sistema a
| |y retroazione, con il classico anello
Jet |t (elementare, la reazione & unitaria)
a retroazione.

La funzione W(s) vale quanto mo-
strato in figura.

La funzione F(s) & rappresentabile

W@, _FQL ?(S)){-@‘ WO\ N(S: come un rapporto di polinomi.

Dunque funzione di trasferimento
4”7(3) M) N(S)‘\b(g) ingresso-uscita W(s) € rappresen-

yé) tabile anch’essa come un rapporto
= di polinomi.
\~FG) NG)+D()

Un’altra funzione di interesse &
quella di trasferimento di errore
W (s), paria 1/(1 + F(s)).

WQ6\ <

La conclusione € che il sistema ¢é di tipo k se la funzione di trasferimento di errore ha
uno zero di molteplicita k nel punto s = 0.

Nel caso di un sistema a retroazione caratterizzato da una funzione di trasferimento ad
anello aperto F(s), la funzione di trasferimento di errore ha uno zero di molteplicita k nel
punto s = 0 (origine del piano complesso) quando il polinomio D(s) ha uno zero di mol-
teplicita k nel punto s = 0.

Il sistema €& di tipo k se e solo se D(s) ha uno zero di molteplicita k nel punto s =0, in un
sistema a retroazione.

La funzione D(s) € il denominatore della funzione di trasferimento dell’anello aperto,
F(s).

Quindi concludiamo che in un sistema a retroazione, il sistema € di tipo k, se solo se
il numeratore della funzione F(s) ha uno zero di molteplicita k nel punto s = 0 e questo
equivale a dire che la funzione F(s) stessa ha un polo di molteplicita k nel punto s = 0,
quindi non piu uno zero della funzione We(s), ha un polo della funzione F(s).

Questo importante perché passiamo dal un’idea di di zero all’'idea di polo. Lo zero era
per la funzione tra riferimento e errore, mentre nell’'ultimo schema possiamo dire che il
sistema di tipo k se e solo se la funzione F(s) ha un polo di molteplicita k in s = 0.

Vedremo la prossima volta I'analisi di questo risultato.
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Lezione n. 26 ANALISI DELLA PRECISIONE il

Prof. Alberto Isidori
41°07”

Continuiamo l'analisi della precisione in un sistema di controllo per ingressi della forma
te/k!.

Abbiamo dato una classificazione in tipi e abbiamo individuato delle condizioni sulla
funzione di trasferimento che lega il riferimento all’errore ma anche, in un sistema a re-
troazione, sulla funzione di trasferimento che caratterizza il ramo diretto, I'anello aperto.

Queste condizioni sono riassunte nelle immagini seguenti.

Condizione: Un sistema a retroazione & di tipo k
un sistema & di tipo k se e solo se
se e solo se F(s) ha un polo

di molteplicita & in s=0

W _(s) ha uno zero di
molteplicita k in s=0

La caratterizzazione dell’'errore in regime permanente in un sistema a retroazione

Una volta determinato il tipo del sistema & impor-

AE F(Q ,.3 tante anche scoprirg quqle e I’ampiezz.a dell’'erro-

re per un ingresso di ordine uguale al tipo, ovvero

- quanto vale il coefficiente C_, nel caso di un sistema
a retroazione.

e Il coefficiente & calcolabile quando conosciamo la
E _— ek = Cek funzione di trasferimento tra riferimento e uscita.

k! Ora interessa stabilire quanto vale se riusciamo a
' stabilire una corrispondenza tra il valore dell’errore
e i parametri della funzione F(s). Questo € impor-
tante perché in sede di progetto € piu facile vedere come deve essere modificata la
funzione F(s) in modo tale da ottenere certi risultati.
Abbiamo scoperto come il tipo del sistema sia riconoscibile guardando la funzione F(s):
se essa ha un solo polo nell’origine allora il sistema & di tipo uno, se ha due poli nell’o-
rigine allora il sistema € di tipo due, se non ha poli nell’origine allora il sistema €& di tipo
zero.
Vediamo come determinare il valore dell’errore per un ingresso di ordine corrispondente
al tipo.
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N:(;) Se il sistema € di tipo k allora C_ =W (s)/
(4.2

- skpers =0.
S

/l In un sistema a retroazione la funzione di
trasferimento di errore &€ come riportata a

'W' (s) lato.

1 FCS) Questa formula ci permette il calcolo

k=0 (=W, (0"

4 Supponiamo che il tipo del sistema sia
zero, k = 0. Il valore dell’'errore € dunque

calcolabile come riportato a lato. La quan-
%o " T F(O) tita F(0) si chiama guadagno della funzio-
ne F(s).
F(") Gopﬁai@ﬂo Rappresenta quanto viene amplificato un se-

T K gnale costante u all'ingresso di un sistema e,
WAL é§ - V= \-(o ), @ regime permanente, 'uscita & amplificata

Wy \ e — secondo tale guadagno.
§|~.

7 Tramite il teorema del valore finale, vedi a
lato, si calcola I'uscita.

Ye)s ¥
L'uso del teorema & applicabile solo quando

*E\ "a\usy(s)u__‘aw%)“ F(o} il limite esistono e quindi l'ingresso deve es-
sere una costante e l'uscita deve essere una
teorema del valore finale costante.

y Quindi la formula dell’errore pud essere aggiornata e in
W (03- = — un sistema di tipo zero, quando il sistema & sollecitato
14 \’:(o) 4+Ke dauna costante, I'errore che si commette & 1/(1 + K.).

Dunque l'errore € tanto piu piccolo quanto piu alto € il guadagno della funzione di trasfe-
rimento che caratterizza I'anello aperto, ovvero € tanto piu alto quanto ¢ il coefficiente di
amplificazione che caratterizza la funzione di trasferimento ad anello aperto.
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Considerando k > 0, quindi sistemi non

@-‘C‘.?o k Cck. 1 * L di tipo zero, la funzione W _(s) puo es-

sere pensata come un rapporto di po-

A y(s) linomi, nella forma descritta in figura
W (S) - —’_N(S) b(S) derivante dalla forma di F(s).
= — <
¢ 1+ FG) D(s) ha una radice di molteplicita k

nell’origine, nel punto s = 0. Quindi in

essa c'é un fattore sk che si semplifi-

\q>a C [ ! ('.b(s)) .k ca facendo in modo che il limite esista,
) S=

Sk N(s)+b(s come immaginavamo.

o

Il valore del limite é riportato a lato.
Si noti che il fattore s* nella F(s) si

k F(S :\ semplica ancora con uellio nella
5 )3 Km)“x pl quello nell

funzione.
¢ 0 per S‘)o

Cep~

CONVER?;ONALNENTC : GU%ﬁGND Co.nvenzionalmente.s? _continua a

chiamare guadagno il limite mostrato

' a lato.
"Q“M ?@)Sk = KF k € il numero di poli nell’'origine, nel
5‘30 punto s = 0.
_ 1 Questo ¢ il valore dell’'errore per k > 0, molto simile all’errore per
Cek = —— k=0.

Kr

In entrambi i casi I'errore &€ inversamente proporzionale al guadagno.

Il guadagno ha un significato effettivo se la funzione F(s) non ha poli nell’origine, e gua-
dagno un significato convenzionale se la funzione ha poli nell’origine.

Quanto vale I'errore?

A lato un riepilogo tabellare del valore dell’errore nei

k=0 e = _l_ due casi visti.
1+K
1

k>0 € = —
K

Questo é tutto quanto si pud dire sulla precisione a regime permanente per ingressi di
forma canonica di un sistema a retroazione.
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Un altro aspetto della risposta

Un sistema puo essere sollecitato anche da disturbi. Vediamo quello che succede nella
risposta dei disturbi.

Poiché il sistema ¢ lineare possiamo supporre che il riferimento non ci sia e studiare una
alla volta gli ingressi che influenzano il sistema. Prima abbiamo visto lo studio dell’effet-
to dei riferimenti, ora possiamo concentrarci sullo studio degli effetti dei disturbi.

Per uno schema particolare il risultato sara identico al precedente, in funzione del tipo
dello schema i risultati saranno diversi.

Il primo schema proposto € il piu semplice e consiste in un disturbo agente sull’'uscita.

La semplicita consiste nella forma
della funzione di trasferimento tra
disturbo e uscita, Wd(s), € uguale a
1/(1 + F(s)), che é uguale, a parte il
segno che varia a seconda di come
viene definita, alla funzione di tra-
sferimento di errore.

1
NL(S) = -1-:\-;(5 = WeCS)

Dunque, se un sistema & sottoposto a disturbi polinomiali, quindi disturbi costanti op-
pure delle rampe oppure delle parabole, allora I'errore a regime permanente si potra
ottenere applicando le formule gia viste.

| coefficienti non saranno piu definiti come C_,, ma saranno diversi in quanto stiamo par-
lando di una funzione diversa e quindi saranno definiti C_; pero, per quanto riguarda il
sistema a retroazione, i coefficienti avranno la stessa espressione.

Questo perché, in questo schema particolare, W (s) e W _(s) hanno la stessa espressio-
ne. In sostanza la situazione &€ come quella affrontata nel caso precedente.

1 Nei casi pratici la situazione piu corrente &
w @ = = CS) quella di disturbi costanti.
& W o o
1+ F(SB Quando i disturbi costanti, abbiamo visto

dall’analisi relativa ai riferimenti che i casi

A.\stLu c(i('m.'}\ sono due: tipo zero oppure tipo uno.

Nel caso del tipo zero 'errore € non nullo,

'ﬁ?O O (w‘m‘,\ Co nel caso del tipo uno l'errore € nullo.
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Studiando i disturbi costanti si iden-

by wk@’ WCS) tificano due classi di sistemi, la pri-
m‘ —rJ F( ma riguarda i sistemi che danno una
s a;;)n uscitg rel?ltiva‘ ql distqrbo, uscita che
non € nulla, &€ in regime permanen-
worR STRCo

/ %——wo 0 (%J’c\ ASTADOO te; la seconda riguarda i sistemi che
W40 Twe 4 (R ) danno luogo ad una uscita relativa di-

=" / 16 sturbo che & nulla.
W s) Wi — Ricordiamo che l'uscita relativa al di-

5 S06) .

M W0 in $To S sturbo é tutto errore, perché vogliamo
W1l oo che l'uscita sia uguale al riferimento.

Si l'uscita contiene una componente
proporzionale al disturbo quella € una componente che non vogliamo perché ¢€ tutta
parte dell’errore. Quindi nella risposta disturbo-uscita tutta 'uscita che trovo & errore.
Quindi se in corrispondenza di un disturbo costante c’€ un’uscita non nulla, il sistema &
I'equivalente di un sistema di tipo zero, detto anche statico (termine in disuso).

Se in corrispondenza di un disturbo costante c’é un’uscita nulla, il sistema & I'equivalen-
te di un sistema di tipo uno, detto anche astatico (termine in disuso).

Il sistema si trovera nella categoria di tipo zero, quella dei sistemi per i quali I'uscita
disturbata, per ingressi costanti, tende ad un valore non nullo, quando la funzione F(s)
non ha poliins = 0.

Il sistema si trovera nella categoria di tipo uno, quella dei sistemi per i quali l'uscita di-
sturbata, per ingressi costanti, tende ad un valore nullo, quando la funzione F(s) ha poli
ins=0.

Questa conclusione € identica a quella dell’analisi riferimento-errore.

Ricordando che la funzione Wd(d) = D(s) / (D(s) + N(s)), con D(s) e N(s) denominatore
e numeratore della funzione F(s), siamo di nuovo nel caso precedente.

Ci si trova nella condizione di tipo zero se D(s) non ha radici in s = 0, ci si trova la con-
dizione di tipo uno se D(s) ha radici in s = 0.

Nel primo caso il sistema mi da risposta non nulla in regime permanente per disturbi
costanti quando il sistema ad anello aperto non ha poli in s = 0.

Nel secondo caso il sistema mi da risposta nulla in regime permanente per disturbi co-
stanti quando il sistema ad anello aperto ha poliin s = 0.

| poli in s = 0 della funzione F(s) sono determinanti: se abbiamo un polo, simultanea-
mente abbiamo errore nullo in regime permanente per ingressi costanti e risposta nulla
in regime permanente per disturbi costanti.

Tutto questo avviene perché il disturbo agisce in un punto particolare dello schema del
sistema.
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Supponiamo ora di avere un si-

stema in cui il disturbo agisce
in un punto intermedio del ramo
diretto.

La funzione di trasferimento da
considerare € quella disturbo-u-

scita.
) Sara la funzione che governera
FZCS 'andamento dell’errore dell’'uscita in regime per-
W,L(g) = manente; essa assume la forma come da relativa
/‘+ ?\(SSF:.(S) figura, in cui il numeratore non & una quantita co-

stante.

Anche in questo caso vale in generale il ragionamento visto in precedenza.

Si avra errore non nullo, I'equivalente di tipo zero, se W (0) #0.
Si avra errore nullo, I'equivalente di tipo uno, se W (s) ha uno zero in s = 0.

E di maggior interesse la seconda situazione, quella in cui un disturbo costante non
produce effetto in regime permanente, cioé quella in cui il sistema riesce a compensare
I'effetto di un disturbo costante. Questo dipende dalla presenza di poli nelle funzioni.

Prendendo in considerazione la funzione W (s), se F2(s) ha un polo in s = 0, dal nostro
punto di vista non succede niente di buono, perché diventano infinito sia il numeratore
che il denominatore della funzione, quindi la funzione potrebbe tendere ad un limite fi-
nito e diverso da zero. Questo vuol dire che I'errore, cioé I'effetto di disturbo sull'uscita,
c’é e quindi non ci troviamo nella situazione di effetto nullo.

La funzione W (s) si annulla nel punto s = 0 se il termine F (s) va all'infinito per s che
tende a zero.

N ( Scomponendo la funzione F (s) in un numeratore e un deno-
\ &) minatore, D (s) ha radici in s = 0. D,(s) & presente al numera-
——————

‘ﬁ (8) < .“( tore della funzione W (s) che si annulla nel punto s = 0.

Questo non succede se € la funzione F2(s) ad avere una
radice.

La conclusione & che in un sistema di questo genere si trova
errore nullo in regime permanente quando F1(s) ha un polo nel punto s = 0.

Un polo nel punto s = 0 nella funzione F2(s) non serve nel legame disturbo-uscita ma
serve nel legame tra riferimento e uscita.

In un sistema a retroazione la risposta
al disturbo tende a zero, per{ — o,

se e solo se

nel ramo diretto ¢'¢ un polo in s=0 a
monte del punto d'ingresso del disturbo
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é« Se il sistema non ha poli nell’'origine al-
lora, nello schema piu semplice, il valore

j dell’errore sara identico a quello che si
aveva in un sistema di tipo 1. Definendo
yd l'uscita disturbata, il valore a regime
permanente dell’errore che si avrebbe
in questo sistema quando il disturbo &
costante, yd = 1/(1 + K).

Nel secondo caso (con F.(s) e F.(s)), se

F- (53 il sistema non ha poli nell’'origine, allora il
2 I valore dell’uscita disturbata & pari al gua-

dagno della funzione W,, ponendo s = 0.

\ ‘t T\ (S \S;.L(Q> In'y, escono fuori due guadagni, come da

immagine ha lato.
K

y(f : ,
|+ K Ko

y - ‘ Se c’eunpoloins=0inF,, K_, diventa una quantita elevata, quindi
A = la formula che da l'errore si modifica come riportato a lato.

ks

Le formule dell’errore si complicano a seconda di come sono fatti gli schemi.

o s P Pt P Pt Pt P P Pt P P P P P Pt P Pt P P Pt P Pt P P P P P P P P Pt P Pt P P Pt P P P Pt P Pt Pt Pt Pt P Pt P Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt P P Pt Pt Pt
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"~ _ Supponiamo di avere un motore, la
i S2 cui uscita & una velocita angolare,
< ' MOTORE — :
— KB > lingresso & un comando u che pro-
\ viene da un errore.

Per fare controllo della uscita essa
deve essere misurata e confrontata,
MiSJRo chiudendo un anello di reazione.

In condizioni di equilibrio, volendo

avere una velocita costante si pone
una velocita di riferimento, e, se il motore deve girare a velocita costante, deve essere
alimentato.

Tutto quello che viene in ingresso al motore € proporzionale all’errore, quindi affinché ci
sia alimentazione ci deve essere un errore. Se l'errore € zero il motore si ferma, quindi
non ha una velocita costante voluta.

Questo vuol dire che se voglio far girare motore devo tollerare un certo errore.

Tra e e u c’é di mezzo una amplificazione, di un certo valore Ka. Volendo avere una
certa velocita costante, il che implica avere un certo comando u sul motore, comando
che alimenta il motore, possiamo permetterci un errore tanto piu basso quanto piu alto
e il valore del coefficiente K_..

Si tenga presente che per avere una certa velocita occorre avere una certa alimentazio-
ne sul motore. Questo spiega perché I'errore dipenda dal guadagno.

L'integratore

Supponiamo di controllare non la ve-
locita ma di controllare una posizione,

Q = CAQS t’ ad esempio il livello di un serbatoio.
rif — o,
Nel modello del serbatoio c’€ un polo
e K ~~_{ motore Q) k<p h nell’origine, considerando come in-
|3 =) gresso la velocita della pompa e
come uscita 'altezza del serbatoio.

Se viene fatto un controllo di livello si
osserva che nel ramo diretto, questa
volta, & presente un polo nell’'origine.

Il polo nell’origine & spiegato dal modello del sistema. E il legame tra posizione e velo-
cita, la velocita e la derivata della posizione e la posizione € l'integrale della velocita.

Ci chiediamo se un sistema di questo genere ha un errore in regime permanente.

Supponiamo di avere un’altezza h costante: il livello &€ costante quando il serbatoio non
viene né riempito né vuotato, in questo caso la velocita del motore nulla e quindi motore
fermo, quindi I'alimentazione nulla, quindi I'errore € nullo.

Il sistema si stabilizza dunque in una situazione in cui I'errore & nullo e quindi il valore di
h & esattamente quello desiderato. Viceversa, se il valore di h non & quello desiderato,
allora c’é un errore, c’€ una alimentazione al motore, la velocita € diverso da zero, e il
serbatoio si riempie cosi vuota finché non viene raggiunto il valore desiderato.
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Questo ¢ il ruolo del polo nell’origine.

L'interpretazione di quello che succede in presenza del disturbo
Il disturbo & un blocco posto fra il motore e il serbatoio, che si immagina essere solo |l
riempimento (1/A,).

Lo schema si modifica dunque con una portata di riempimento ed una portata disturban-
te.

In presenza di una portata disturbante ci chiediamo se si potra avere un’altezza deside-
rata.

In presenza di una portata disturbante il motore dovra fornire la portata che serve ad
equilibrare 'acqua che esce.

Quindi il motore deve girare, quindi deve essere alimentato, quindi ci deve essere un
errore nullo.

Questo vuol dire che I'altezza desiderata non pud essere uguale a quello giusta.

C’e un errore nullo in questo sistema perché c’é un polo nell’'origine nel ramo diretto, ma
e a valle, non a monte del punto in cui agisce il disturbo e quindi interviene analisi che
abbiamo visto in precedenza.

Ci rendiamo conto che I'errore a regime permanente c’€ in quanto ¢’ un polo nell’origine
ma non nel punto giusto del ramo diretto.

Vedremo in seguito la risposta ad altri tipi di segnali.
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Lezione n. 27 ANALISI DELLA RISPOSTA TRANSITORIA |

Prof. Alberto Isidori
40’52

Ruolo degli integratori sul ramo diretto. Il controllo integrale.

Si suppone che il dispositivo di
d v controllo nello schema riportato
K, in figura contenga un integrato-
re, cioe un polo in s = 0.
Dopo il disturbo si suppone ci sia
altro se non un blocco K,.

L'integratore a monte del punto
in cui avviene il disturbo & un di-
spositivo che consente di com-
pensare esattamente il disturbo.
In altre parole consente di annul-
lare I'effetto del disturbo sull’u-

si suppone non ci sia

(y.e) etd

INTECRAT.
‘ (1dom$

>

scita.
L'integratore, un polo nell’origine, & un dispositivo che integra il segnale di ingresso.

Nel caso dello schema riportato esso integrera I'errore 0 una quantita ad esso propor-
zionale.

L'interesse € concentrato nel definire quella che e l'uscita dell’integratore, il punto m in
figura.

Se il sistema é di tipo uno l'errore &€ una quantita che va a zero.

Il dispositivo che ha un polo nell’origine € un integratore che integrera nel tempo I'effetto
all'integrale della funzione e(t), ovvero effettuera l'integrale in tempo reale.

In sostanza ad ogni istante di tempo l'integrale di e(t) sara pari all’'area sottesa dal gra-
fico entro quell’istante di tempo.

L'uscita al dispositivo tende a raggiungere un certo valore, che sara costante in quanto
I'area sara finita.

L’'uscita dell’integratore cresce fino a raggiungere un valore pari all’area della funzione.

Quello che succede in condizione di regime é che l'ingresso é nullo e l'uscita & costante.
Il valore di tale costante, sulla quale si &€ assestata 'uscita dell'integratore, &€ determina-
bile con considerazioni di equilibrio.

La quantita m & I'opposto della quantita d, in modo tale che in ingresso a K, ci sia zero.
Questo perché solo quando in ingresso a K, c’e zero, l'uscita y & zero. E se 'uscita y e
zero allora anche l'errore €& zero.

Il ragionamento pud anche essere ribaltato affermando che, sapendo che in condizioni
di equilibrio I'errore € zero (vd. grafico funzione e(t)), 'uscita &€ zero, deve essere zero
anche l'ingresso al blocco K, che rappresenta una costante; se I'ingresso a tale blocco
e zero vuol dire che d e m si annullano e quindi m & I'opposto di d.
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Quindi se il sistema raggiunge una situazione di equilibrio, e questo & un problema di
stabilita, 'equilibrio € quello in cui 'uscita dell'integratore, che fornisce I'area dell’errore,
raggiunge necessariamente un valore uguale ed opposto a quello del disturbo e quindi
lo compensa.

Per tale ragione I'integratore € un dispositivo che automaticamente genera un segnale,
integrando l'errore passato, che si oppone in tutto e per tutto al disturbo, lo compensa e
l'uscita disturbata non c’e piu.

Questo ¢ il principio del controllo integrale. Storicamente introdotto da Siemens, fonda-
tore dellomonima compagnia, a fine 1800, per il controllo del timone delle navi.

Questo conclude 'analisi del regime permanente per ingressi polinomiali.

Abbiamo visto cosa succede quando c’é un ingresso costante e I'aspetto a regime per-
manente.

o s P P P P P P P P P P o P P P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P P P P o P P P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P

risposta effettiva

scostamento Sistemi con ingressi non costanti
344
»3ek Jr . . .
" : Supponiamo che lingresso al sistema
: x . . . . .
% : 2 ! non sia gostante, ma sia assimilabile al
: ; passaggio da un regime ad un altro.
‘ ;. -, l >t La situazione piu semplice & quella di

immaginare di raccordare due regimi
costanti e vedere che cosa succede
nel passaggio da un regime ad un altro.

Lo scenario e quello di avere un’uscita di un certo valore y, costante fino ad un certo
punto T, e, da quel punto in poi, I'uscita assume un altro valore costante.

Si puod supporre che l'uscita y, fosse preesistente e quindi fosse gia assestata, quindi
il sistema si stava comportando nella modalita conforme al suo stato. Se il sistema, ad
esempio, fosse stato di tipo uno, avrebbe avuto una risposta effettiva uguale a quella
desiderata. Se il sistema si trovava gia in regime permanente il valore sarebbe stato y,.

Ad un certo punto si ha una brusca variazione del riferimento. Pur non sapendo cosa
succede nel primo periodo, sappiamo cosa succede dopo il transitorio per cui, se il si-
stema e stabile, esso si assesta ad un certo valore y,, che e quello che vogliamo.

Il passaggio ai due valori di regime € auspicabile che avvenga molto velocemente e
senza troppi errori.

Va2 L’andamento effettivo del passaggio non
— sara quello desiderato, che non vorrem-
mo essere istantaneo.

Ci sara uno scostamento tale per cui
dopo alcune oscillazioni sara raggiunto il
o krawsrio,  valore desiderato.

La parte della risposta indicata come sco-
stamento viene definita come risposta
transitoria nel passaggio da un regime
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costante ad un regime costante.
Siccome il sistema € lineare si pud ridurre lo studio alle seguenti considerazioni.

Si immagina che l'ingresso sia composto
A ik da due porzioni costanti, quella relativa a

y, € quella relativa y,.
| /// La prima dara una certa risposta a regime,
yi che riteniamo essere quella giusta.

.’.----- - oo

La nuova porzione € una funzione che si

.

:' materializza in un certo istante ed € un

' gradino di una certa ampiezza (y, - y,).

~ ; — . : . <
‘ s t L'ampiezza in realta non €& di interesse
(o] in quanto pud essere scalata allo scali-
no unitario, studiare questo e, conosciu-
to questo, poter determinare la risposta ad uno scalino
4 ’r qualsiasi.

E di interesse nemmeno al tempo in quanto regime sta-
///// zionario posso ritenere che il tempo sia il tempo zero.
In sostanza tutto cid che interessa e studiare € la ri-
sposta ad un gradino che nasce all'istante T, = 0 e di
0,0 ampiezza unitaria.

Vediamo ora come, in alcuni casi semplici, siano fatte le risposte a gradino e come i pa-
rametri del sistema influenzano 'andamento della risposta a gradino in modo da poter
dare delle indicazioni convenzionali sulla bonta del sistema.

Il caso piu semplice € un sistema del
cosiddetto secondo ordine, con un in-
y_ 0\ J gresso e una uscita, in cui la funzione
2 . 0 . di trasferimento, scritte nella forma con-
2 venzionale, ha nessuno zero e due poli

S 1'0(‘5 M Qo \ Qo>o con parte reale negativa, in quanto il si-

T 04>0 stema deve essere stabile.
Il denominatore & quindi nella forma

come da figura relativa.

Volendo studiare un sistema di tipo uno, che non da errore alla risposta a gradino o,
quanto meno, a regime permanente, si applicano i criteri gia visti, quindi ponendo al
numeratore un coefficiente che renda il sistema di tipo uno.

Distinguiamo due casi, il primo in cui ci sono radici immaginarie, complesse coniugate,
il secondo in cui ci sono radici reali.
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Radict wu‘?lgge Conv 58 Caso di radici complesse coniugate

5,° d‘*?(é }i due poli we
S, A~ 5 .
S+ s+ Wy valgono: 5+ 28swnr o,

(-?;: , 1- %o smorzamento pulsazione naturale

| parametri { e w_sono legati alla po-
sizione dei due poli della funzione sul
piano complesso dalle formule riporta-
te per comodita.

Per poter fare dei grafici, simulati al

computer, occorre dare dei valori ai pa-
parte reale negativa rametri{ e w .

Si normalizza tutto rispetto a w. .

2
Wy

la risposta (Laplace) In ingresso al sistema ¢’ un gradino, la cui
al gradino | trasformata di Laplace vale 1/S, la funzione
'\a(ﬂ: WL;) g di trasferime_nto vaIe\W(s) e quindi !a trasfor-
mata della risposta € y(s), come riportato a

la risposta nel tempo ot lato.

M= L+ Me wQ£+?)
La risposta nel tempo avra un termine co-
=5 stante che vale uno e che é la porzione a
=1+ Me Co @@-f ‘f) regime permanente, e poi ci sara un termine
dipendente dal tempo che contiene un mo-
oﬂt\ dulo M che contiene una certa espressione,
questa € la porzione di risposta dovuta ai
due poli che si trovano nella parte sinistra

del piano complesso. Le grandezze M e ¢

N 4—e 1 — . . .
| s "o "S (‘J.,f') dipendono dai parametri (e w, .

Si osservi che a e B sono entrambi propor-
zionali a w_, poiché essi moltiplicano en-
trambi t, allora & possibile normalizzare I'asse dei tempi.

Fatto questo, si noti come le quantita w_e t compaiano sempre insieme.
Quindi, riportando su un grafico la risposta, conviene portare w t sull'asse delle ascisse.

Questo corrisponde a normalizzare il tempo. Avendo normalizzato il tempo, il parametro
che rimane ¢ il parametro {. A seconda del valore di tale parametro 'andamento della
risposta potra essere in un modo a in un altro, vd. figura.

La quantita w, t & diventata adimensionale a causa della semplificazione della dimensio-
ne tempo. Si tratta di una normalizzazione.
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4

WE) -

s& 38s

+ 1

Le cose vanno come se si prendessero i tempi
naturali e si mettesse w_= 1, quindi la funzio-
ne W(s) diventa come riportato a lato.

Questo corrisponde a studiare la funzione ge-
nerale secondo I'asse dei tempi normalizzati,
con un interesse rivolto al ruolo di ¢ e vedere
come questo parametro influenzi il transitorio.

Un transitorio che abbia delle oscillazioni molto ampie non va bene, cosi come non va
bene un transitorio che duri “molto” tempo.

L’adeguamento al nuovo regime deve essere il piu veloce possibile, ma senza commet-

tere troppi errori.

o s Pt o P P P Pt P P P P P P o P P P P P P P P P P Pt P P P P P P P P P P Pt P P P P P P Pt P Pt P P P P ot P Pt P Pt P P P P Pt P P

Esempi di simulazione con MathLab

- e
3
£ RISPOSTA AL GRADIKO 5
£ 2ETA=] commenti g
0SS}
t=0:0.3:30; cqefinizione asse dei tempi
da 0 a 30 di passo 0.3
nua=[1]; definizione della f. di risp. al gradino
zeta = {; i parametri dajdefinire:
den=[1, 2%zetaq, | ];numeratore, denom, 00
e poi zeta.
axis({0, 30, 0, 1.5])

Sono commenti le righe precedute da %.

Definizione assi dei tempi da 0 a 30, con passo
0.3. Il riferimento pud essere assoluto o meno.

Definizione della funzione di risposta al gradino,
con il numeratore, il valore della variabile zeta
(), con il denominatore, che & un vettore con i
coefficienti in ordine decrescente, quindi il primo
1 € il coefficiente di s?, 2*zeta € il coefficiente di
s, I'1 finale € il coefficiente di s°.

E anche definita la scalatura degli assi, evitando
quella di default, in quanto si vorra sovrapporre

step(nua,den,t),grid calcolo effettivo della f. di risp. al gradinodlcuni grafici, per diversi valori della ri-

hald on
pouse

sposta. Da 0 a 30 & la scala dei tempi,
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da 0 a 1.5 quella delle ampiezze delle risposte. Non fornendo le scale dei tempi e delle ampiezze, spe-
cialmente non conoscendo a priori il risultato, MathLab usera dei valori automatici, di default.

Il comando di step calcola la risposta al gradino.

Con grid si impone che venga visualizzata la griglia.

Il comando hold on serve a mantenere il grafico e non cancellarlo.

Si noti 'assestamento sul valore finale, che avviene in un tempo di circa cinque secondi.

| 3~

=

Amphitode

0S5}/

Time (secs)

bassato rispetto al valore precedente.

Si puo dunque dire in maniera grossolana che
in circa cinque, sei secondi si raggiunge il 95%
del valore desiderato.

L'informazione & questa, a seconda del siste-
ma in esame rimane da valutare se & accetta-
bile 0 meno.

Nella immagine a lato quello che si ottiene
quando il valore di zeta viene leggermente ab-

X RISPOSTR AL GRADINO
X ZETA=0.85

zeta = 0.85;
den=[1, 2%zeta, 1];
B.iscfo, 30, 0, 1.5
step(num,den,t), grid
pause

Amplimde

05S

wn

Analisi della risposta transitoria

Sotto il nuovo grafico, riportato insieme al
precedente. Si capisce il nuovo dalla diffe-
renza temporale nell’assestamento.

Il nuovo grafico & quello che arriva prima
a 1. Dunque in questo caso & migliorata la
prontezza della risposta che risulta essere
piu rapida.

| ” —
" -
3 S
=3
=
2 /

0S}..4
% G 10 15 20
Time (secs)
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Amplitude

10 15

Amplitude

05

b

‘]“

10
Time (secs)

20

Per un valore di zeta () pari a 0.7 abbiamo
un ulteriore grafico riportato a lato.

In questo caso abbiamo una risposta ancora
piu rapida, in pratica I'assestamento al 5%
del valore desiderato si raggiunge approssi-
mativamente in tre secondi. In pratica € stato
dimezzato il cosiddetto tempo di salita rispet-
to al primo valore dato al parametro zeta.

La caratteristica della risposta & leggermen-
te diversa dalle precedenti e sia quella che
si chiama la sovraelongazione, la risposta
“sale un po’ su”. La risposta cioe va al di la
del valore finale poi torna indietro.

Per un valore di zeta () pari a 0.5 abbiamo
un ulteriore grafico riportato a lato.

Il tempo di raggiungimento del 5% il valore
desiderato si ottiene ancor prima, in un tem-
po dell’ordine di due secondi.

Ma in questo caso si noti come la sovrae-
longazione sia pit ampia. E stimabile nel
20% del valore finale, raggiunge un valore
dell’ordine di 1.2. Dal punto di vista pratico
potrebbe essere sempre accettabile, in pra-
tica c’é un periodo breve in cui l'errore in piu
e del 20%, ma questo errore piu consente di
avere una rapidita maggiore nella risposta.

Amplitude

0s

Per un ulteriore valore di zeta, ancora piu
basso, pari ad un valore di 0.2, si nota come
le cose in realta non vadano piu bene. La
risposta che si ottiene non € piu accettabi-
le. Essa oscilla molto, mettendoci un tem-
po molto maggiore di tutte le altre risposte
ad assestarsi. Inoltre le sovraelongazioni
che presenta non sono affatto accettabili.

15

Time (3ecs)

20
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Quindi abbiamo visto che nella risposta transitoria ci sono dei valori di zeta che passano
dall’essere accettabili al non esserlo.

Per questa ragione, avendo a che fare con un sistema del secondo ordine, conviene
rifarsi a questi valori tipici della risposta.

Il posizionamento delle radici sul piano complesso

1 T3 & riportato nella figura a lato.
Il valore di w_era uguale per tutti ed era unitario
PR | (semicerchio tratteggiato).

Per zeta = 1 il sistema diventa 1/(s?> + 2s + 1), con
due radici coincidenti nel punto -1.

,’:,\ —> R[5
‘
'

"
‘ il sistema 3 e
425+ |
Sv'm{)=3 =0.85 Nel secondo caso, per zeta = 0.85, I'angolo sotteso &€ molto
ﬂ ampio, molto vicino a 90°.

L’angolo ¢ molto ampio

Sr’uc{)=3 = 0.7 Per il valore di zeta 0.7, che & vicino a 0.707, che & 1 , 'angolo il

ﬂ cui seno € quel valore e 45°. 2
¥ vicino a 45°
o Dunque la collocazione delle radici sul
M':.s . 20° piano complesso influenza la risposta
5 ,,,.w'l"‘f RO transitoria.
1 (a““““‘ Si riescono a stabilire dei valore ide-
o Wi "‘:__) Eroton (nmb':f) ali di smorzamento che sono quelli di
OJN 1;‘(._ g C>5"’; uno zeta intornoa 0.7,da 0.5a 0.7.
.o ‘..:\‘:\ —9 tﬂh" {("'M*'* db
e S —> R[5}
Vs o
& \\ "o:""
/*:,: ,
0s %7

Vedremo successivamente il caso in cui la funzione di trasferimento ha due poli reali, da
Cui consegue una risposta piu lenta.

d
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Lezione n. 28 ANALISI DELLA RISPOSTA TRANSITORIA I

Prof. Alberto Isidori
40'51”

Nella lezione precedente abbiamo visto come si studia un transitorio di un sistema del
secondo ordine considerando, in particolare, il caso di un sistema avente radici con par-
te immaginaria non nulla.

Per completare lo studio analizziamo il caso in cui il sistema abbia solo radici reali.

(3 o o |
w(s) = ——— Si consideri una funzione di trasferimento nella
57—,’, a‘g + Qo forma mostrata a lato, e poiché vale la proprieta

_t- 1 W(0) = 1 significa che il sistema €& di tipo uno.
WCO) = 1 ( ‘?o Volendo studiare il caso di radici reali il denomi-
natore deve essere scritto nella forma mostrata.

Yad}d ‘9“9"' Le radici del polinomio al denominatore sono -p,

e -p,.
Rt
" Le due radici sono disegnate sul piano reale nel-

) [ (?{Wz S+ ?&2 la relativa figura.

NE

Y. ?; numen ¢ Le parti reali sono negative perché stiamo stu-
Tel5l diando un sistema asintoticamente stabile.

Con MatLab verra visto il grafico di come si pre-
senta il grafico della risposta transitoria.

P b RelS]

¢ 0% Ol . . |

ellimmagine ha lato sono riportate le infor-
'S’Q‘ t .- mazioni relative allo studio nella lezione pre-

*‘" | cedente.
g=2 £ - \& \ E stato osservato come nel caso che il para-
\ ' '\‘: . metro ¢ (zeta) avesse valore 0.7 la situazione
~ che si presenta sia abbastanza conveniente
7‘/‘ ,"1\ 38 0% in quanto la risposta appare sufficientemente
12 ‘. pronta a fronte di un tempo di assestamento
\\ non troppo lungo e di una non eccessiva so-

=~ vraelongazione.
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Le radici della funzione di trasferimento (-p, e -p,) saranno poste vicine alla zona del
piano complesso in modo tale da avere informazioni per analizzare le differenze nella
risposta.

La posizione sara intorno a 1.2 e 0.8 in un primo caso, 2 e 0.5 in un secondo caso.

Troveremo delle risposte che in realta non sono migliori, dal punto di vista della prontez-
za, di quelle visite nel caso di radici avente parte immaginaria diverso da zero. Questo
suggerisce, in sede di progetto, di fare in modo che il sistema segua le specifiche di
avere parte reale negativa e parte immaginaria diversa da zero, e uno smorzamento
intorno al valore 0.7.

t=0:0.3:30; . T 3 : :
p1=0.8; . :
p2=1.2; i : p ?
nua=(p1¢p2]; % :
den=[1, plep2, pl®p2]; :
R osk-../. 3 : 3
axis((0, 30, 0, 1.5))
step(nua,den,t),grid :
hold on 0 : R ; i
pouse 0 3 10 3 2
Time (secs)
wid an M Risultato avendo cambiato i poli p, e p, della
pouse .
0 funzione.
(] 5
p1=0.5;
p2=2.0;
nua=(p19p2]; )
den=(1, pl+p2, pip2]); { : :
axis((0, 30, 0, 1.5)) I -
step(nua,den,t),grid g ¢ :
hold of f f \ : P
pause 0Sp-- 4 : +
\ cuirva relatlva allag
Continua a non esserci sovraelongazione, con sefonda sc;elta dei
un assestamento un poco piu lento. 0 i pq’h i ;
0 S 10 15 b
Time (secs)
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Precisione, nel periodo transitorio, Ricapitolando, abbiamo visto che il problema di
durante il passaggio da un certo valutare la precisione della risposta nel periodo
regime permanente ad un altro . transitorio durante il passaggio da un certo regime
permanente ad un altro, viene risolto definendo il
concetto di risposta a gradino.

Abbiamo visto la risposta a gradino in alcuni casi
particolari, in sistemi del secondo ordine.

Gli esempi di simulazione che sono stati fatti hanno dimostrato come sia conveniente, a
parte una scalatura dell’asse dei tempi che corrisponde alla scelta del parametro pulsa-
zione naturale, fare in modo di ottenere radici complesse e coniugate con parte immagi-
naria non nulla, con uno smorzamento intorno al valore 0.5 perché questo da sufficiente
prontezza e una sovraelongazione limitata.
Questo € valido per sistemi del secondo ordine, che sono una classe dei sistemi molto
particolare.
Per sistemi piu generali occorre identificare sulla risposta alcuni parametri essenziali,
possibilmente pochi, e vedere come essi sono influenzati dai valori di altri parametri del
sistema e in particolare dai valori della funzione di trasferimento che caratterizza il pro-
cesso controllato oppure il sistema ad anello aperto.
Parametri convenzionali della Queste osservazioni ci portano a definire conven-
risposta a gradino zionalmente due grandezze, il tempo di salita e la
sovraelongazione, rispettivamente t_e S.

=> Risposta a gradino

e tempo di salita ¢,

e sovraclongazione s

(bpo 1) e - S NRACLOUSAZIE In figura una risposta al gradino generica. Non neces-

' - sariamente relativa ad un sistema del secondo ordi-
[ 1o N LN ~-ne. Se il sistema e di tipo uno, la tendenza sara quella
I T di assumere un valore asintotico pari a uno.

Altrimenti tendera ad assumere un valore asintotico
che differisce da uno del valore dell’errore in regime

0 ! — permanente.
€ - TEMPo biI SAUT ) ) . ) .
S Sono riportati graficamente i parametri sovraelonga-
‘tr= time of rise zione (il cappello (*) soprala S € per distinguerla dalla

variabile di Laplace) e tempo di salita.
La sovraelongazione € intesa nella risposta a gradino convenzionalmente.
Il tempo di salita t_ & il tempo che intercorre tra zero il primo istante in cui si raggiunge il
valore di regime.
Questi due numeri cercano di catturare le proprieta generali della risposta.
Si vuole che il tempo di salita sia limitato, scelto in relazione alle caratteristiche fisiche
dell'impianto che si vuole controllare.
La sovraelongazione informa sullo scostamento massimo durante il transitorio dal valo-
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re di regime, essa non deve essere troppo pronunciata. Sono ammessi valori dell’ordine
compreso tra il 15% e il 25% che, nel caso dei sistemi del secondo ordine, corrispondo-
no a valori delle coefficiente smorzamento  (zeta) intorno a 0.7.

Nel caso di un sistema che non ha sovraelongazione,
guando cioe i poli sono reali, e la risposta a gradino é fatta
come nella figura a lato, non si riesce a definire il tempo di
salita nel modo fatto in precedenza, perché non viene mai
it raggiunto, ad un istante finito, il valore di regime 1.

9 La definizione in questo caso consiste nel determinare |l

0g T-11Iii tempo necessario a raggiungere una certa porzione del
valore finale, ad esempio il 10%, ovvero 0.9.

In casi piu complicati, in cui la risposta a un certo ritardo

¢ iniziale, si usa definire il tempo necessario per passare da

una frazione piccola del valore finale, ad esempio 0.1, al

valore 0.9. Si fa questo in quanto, quando siamo in presenza di fenomeni di ritardo, essi

non possono essere eliminati con la retroazione. Ma si riesce, attraverso la retroazione,

ad assicurare una salita rapida dopo che si € verificata la pausa di ritardo, ritardo dovuto
normalmente a ritardi di trasporto nel processo stesso.

Pt P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P o P P P P P Pt P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P Pt P P P P

i
’N'@z—’—z)g"‘?‘ Considerando un sistema del secondo ordine, avente gua-
1+ Stz dagno unitario e radici complessi coniugati, facendo riferi-
n n

mento alla relativa funzione come mostrata nella figura, si
¢ possibile un calcolo analitico pud calcolare analiticamente il valore della sovraelongazio-
ne e il valore del tempo di salita.

Lungo ma non difficile.

£ sy, oo analieo
—1
‘J@“ W(S‘) s /5(_&3=c£ (’3@1

A - d A lato il risultato.
C S= £(S> = & -4 La sovraelongazione dipende solo dal

coefficiente di smorzamento e non dalla

= i1-¢2 Isazi turale.
¢ _-1 g(g) [ Tr-% Vi=g2| | pulsazione naturale

ST W N ES S
(2 Il tempo di salita.
W = 3(&) La lettura della seconda relazione e che
s T il tempo di salita normalizzato dipende

soltanto dalla sovraelongazione.

Pt s P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P P P P P P o P P P P P Pt P P P P P P P P P
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i La risposta in frequenza
In un sistema del secondo ordine & facile stabi-

o)z —
W&\ 3 s° lire quali valori devono essere attribuiti ai para-
i'f‘ _—wn S+ 2 metri se si vuole avere una certa sovraelonga-
n zione, se si vuole avere un certo tempo di salita.
K\SW"‘ fu g Ma se il sistema non € del secondo ordine, il
<= > discorso diventa piu complicato e per questa ra-
=3 gione sono stati sviluppati dei modi alternativi
4 per caratterizzare il transitorio. Tali metodi fanno
W /- \: riferimento alla risposta in frequenza.
e : 2
LS qw _ u
4* W W,

In un sistema del secondo ordine possiamo parlare di risposta in frequenza andando a
porre s = jw, ottenendo una funzione di w, W(jw).
La risposta armonica € la funzione che caratterizza la risposta di un sistema in regime
permanente quando I'ingresso € una grandezza sinusoidale.
Dato un ingresso sinusoidale si aspetta che
I'uscita si assesti verso la risposta a regime

l -
*% 1 1\ /\VA\—[“ permanente. Dopo un certo tempo in usci-
—_ ta abbiamo un’altra sinusoide, e la risposta

l\j y(t) & nella forma mostrato in figura.
) Anche la risposta in frequenza dipende dai
. parametri { (zeta) e w .
Yyo=M Sm(u{—t-(f)
P"’-'- \'\N.(U)!\ Siccome questi parametri influenzano i pa-
\ \ rametri della risposta al gradino, € ragione-
vole immaginare che si possa stabilire una
T) (de corrispondenza tra i parametri della rispo-
sta al gradino e i parametri della risposta
armonica.

Parametri convenzionali della | Parametri della risposta armonica da prendere in
risposta armonica considerazione e per cui sussiste una corrispondenza
con i parametri della risposta a gradino sono la banda

B B) el lo alla ri M.
e banda passante B, (a 3 dB) passante B, (a 3 dB) e il modulo alla risonanza M.

Queste grandezze possono essere disegnate in un

* modulo alla risonanza M,
diagramma.
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Si parte dal valore 1 in quanto quando

lw/'w)\ NOX)ULO ALD si parte da s = 0, quindi w = 0, la funzio-
B! RSomku e ne deve valere 1.

Poiché le funzioni hanno normalmente

un numero di poli superiore al numero

degli zeri, quando w va all’infinito il mo-

\J2 ' dulo tende a zero, quindi 'andamento
: € qualitativamente tracciabile come mo-
S i ~ strato in figura.
\ b d 7 Q) C'¢ una salita in quanto il modulo, per
?3 an certe frequenze, pud essere piu eleva-
passante to, ed € quella che si chiama risonanza.

Questa situazione corrisponde in realta
alla presenza di una sovraelongazione nella risposta a gradino.

Il modulo alla risonanza & definito come il massimo modulo della funzione W(jw).

La banda passante a 3 decibel (dB) € quel valore della pulsazione, indicata con B3, per
la quale il modulo della funzione W si & attenuato di un fattore 3 decibel rispetto al valore
iniziale, e, a partire da quel valore risulta sempre inferiore.

Essendo su scale naturali il fattore 3 decibel corrisponde a 1/sqr(2), pari circa a 0.707.

Per trovare una corrispondenza tra questi due parametri e quelli della risposta al gradi-
no utilizziamo I'analisi sui sistemi del secondo grado.

A conti fatti il modulo alla risonanza € un numero che dipende dal parametro C (zeta).

Quando il parametro C (zeta) & superiore alla radi-
\ ce indicata in figura, ovvero & superiore al valore

.M. - 0.707, non c’é risonanza.
Questo vuol dire che la funzione non ha una “sa-
£ Qx ‘J % i

Si ricorda che il valore 0.707 era il valore che ci
/z dava le radici disposte su una retta a 45°, dando
una risposta abbastanza rapida con uno sovrae-
longazione non troppo eccessiva.

( {fq ) N “ ) Questa relazione & in qualche maniera analoga a

vera solo se ‘g <

c’é anche risonanza

S quella che legava la sovraelongazione ai parame-
tri.
Ci fa pensare ad una “parentela” tra sovraelongazione e modulo

A
M alla risonanza.
tQuesto perché entrambe le quantita sono funzione della sola

, (zeta).
' Qumdl si pud immaginare di risalire dalla sovraelongazione alla
¢ (zeta) e da questa al valore del modulo alla risonanza. Oppure
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effettuare percorso inverso. Questa € la dipendenza funzionale fra le due grandezze.

Per quanto riguarda la banda passante a
3 decibel, a seconda grandezza identifi-

cata sul diagramma, essa dipende dalle

gs =W\ 1~ Qxl-t-\J 2 —I{X)’.‘. ng. frequenze, essendo essa stessa una fre-

el |
-tS‘. )y #9) - 31‘5 = -F(S)

quenza, ed & proporzionale alla frequen-
za naturale secondo la formula mostrata
a lato.

Il tempo di salita della risposta a gradino &€ mostrata nella figura.

Confrontando le due formule, quella della banda passante a 3 decibel e quella del tem-
po di salita, si nota che il loro prodotto € indipendente dalla pulsazione naturale.

Tale prodotto diventa una nuova funzione, dell’'unico parametro ¢ (zeta).
Quindi, piu la banda passante € ampia e piu il tempo di salita &€ breve.
Tutto questo vale per sistemi del secondo ordine.

ELOUSA2:uE

-5%) e 5 e M

A Wh S0ue A Gl
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Si tratta dunque, in un sistema di ordine gene-
rale, di stabilire quali sono i legami tra sovrae-
longazione e modulo alla risonanza, che, in un
sistema del secondo ordine hanno una qualche
relazione, e di stabilire quali sono i legami tra

aJcbanda passante a 3 decibel e tempo di salita.

Non sono state trovate delle dipendenze fun-
zionali precise, data la difficolta derivata dall’au-
mentare dei parametri allaumentare dell’ordine
del sistema, ma sono state stabilite delle cor-
relazioni empiriche, trovate facendo numerose
simulazioni.

E stato osservato che, prendendo sistemi dell’or-

dine fino al quarto, quinto, il massimo della risposta al gradino (1 + §) diviso il massimo
valore della risposta armonica € un valore “abbastanza” costante, ed € compreso entro
una certa fascia, per tutti i possibili sistemi di ordine limitato. Tale valore varia a seconda

dello smorzamento ed € prossimo a 1.
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Bits Poe e coonenn 3 Si verifica anche che il prodotto B.t_ ¢ all'incirca pari ad un
valore 3.

-y

' J

Dunque si possono stabilire delle correlazioni empiriche tra i parametri della risposta a
gradino e i parametri della risposta armonica.

Questo sempilifica in un certo senso il problema dell’analisi.
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Lezione n. 29 FUNZIONI DI SENSIBILITA

Prof. Alberto Isidori
40'38”

Risposta armonica

Abbiamo visto che in molti casi pratici per caratterizzare la precisione del sistema, ov-
vero la qualita della risposta del periodo transitorio, ci si puod limitare a considerare due
parametri della cosiddetta risposta a gradino: il tempo di salita e la sovraelongazione.

Abbiamo legato questi parametri ad altri parametri della cosiddetta risposta armonica
del sistema.

Abbiamo visto che il tempo di salita & legato alla banda passante e che la sovraelonga-
zione é legata al modulo alla risonanza.

In questo modo abbiamo stabilito una corrispondenza, anche se molto vaga ed empiri-
ca, tra la risposta a gradino e la risposta armonica di un sistema.

La risposta armonica & uno strumento che consente di valutare la bonta del transitorio,
la precisione di un sistema durante il periodo transitorio. Ma I'importanza della risposta
armonica va oltre questa semplice interpretazione in quanto essa fornisce molte altre
informazioni sul comportamento del sistema per il modo stesso in cui € definita.

Si ricorda che la risposta armonica € quella funzione che rappresenta come un sistema
risponde in regime permanente a segnali di ingresso sinusoidali.

E interessante studiare la risposta di un sistema a segnali sinusoidali perché, in gene-
rale, avendo a che fare con un segnale generico periodico, possiamo pensare (analisi
di Fourier) di scomporlo in componenti sinusoidali elementari, di frequenze multiple e di
una certa frequenza base, e possiamo immaginare che, se la risposta a ciascuna com-
ponente elementare presenta un errore piccolo, la risposta del sistema al segnale perio-
dico generico presentera anch’essa un errore piccolo. Questo per un segnale periodico.

Per un segnale non periodico possiamo pensare allo spettro di Fourier del segnale
stesso e immaginare che, se per tutte le frequenze comprese nello spettro di Fourier
del segnale stesso I'errore € piccolo, il sistema si comporta bene rispetto ad un segnale
qualsiasi.

L'importanza della risposta armonica va abbastanza oltre quelle semplici interpretazioni
svolte nelle elezioni precedenti che legano banda passante e modulo alla risonanza
rispettivamente a tempo di salita e sovraelongazione.

Studieremo le caratteristiche della risposta armonica e vedremo come la risposta ar-
monica di un sistema, in particolare a retroazione, ha influenzata dalle grandezze che
caratterizzano il sistema stesso.
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La risposta armonica € quella funzione che
si ottiene in un sistema con un ingresso u e

con uscita y quando si calcola la funzione di
trasferimento W(s) in s = jw.

S: bw -?.W(r’)

o= sin(wt) avade

yh=e
M= w6l

p= [MG2

'3@ W@) ‘w

T — +
50-]1-) J")
Tt

PINE

-[—‘51- 3";]* Z@%)
5 *Jk) S-J - £ _,' 2
cat
.

La risposta armonica & importante perché,
immaginando che l'ingresso al sistema sia

una sinusoide di ampiezza unitaria e di pul-
.-.ﬁ Sin(wk""?)sazione w, la risposta y(t) a regime perma-
nente € come da figura a lato.

Per ottenere la formula si prende I'ingres-
so e si fa la trasformata di Laplace.

Si eseguono i calcoli e la trasformata in-
versa.

Funzioni di sensibilita -2 / 10 - Lezione 29



-y W(‘l“) residui
R1= \?.{2]) ’R_{: 2_ | d

W(].,) et WC]“') (:J‘-;t Espressione della risposta del sistema a
3 -2] ‘3}‘ e regime permanente.
AT w(l") Me Rappresentazione polare, ottenendo
_,? J‘* quanto a lato.
Me

-1(utey) i(ts
[e . ‘el( P)

=M sin (uyl+ ‘{7)
Ty

Quindi, se si prende una sinusoide di ampiezza unitaria e pulsazione w, si aspetta il
regime permanente, cioé si aspetta che i termini della risposta corrispondente a poli con
parte reale negativa tendano a zero.

Una volta ottenuto il regime permanente si ottiene una risposta che &€ ancora una sinu-
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soide, della stessa pulsazione w (fatto importante), mentre 'ampiezza e la fase cambia-
no. L'ampiezza e la fase sono legati al modulo della funzione W(jw), la risposta armoni-
ca del sistema.

w Y Sistema di controllo a retroazione
WE > m
% ‘P'é"__,___ 7 9 y Supponiamo che quello che & nella “scatola” sia
u=7'4 + F@ un sistema elementare a retroazione, con una
- funzione F(s) sul ramo diretto e una retroazione
unitaria.

4 La funzione di trasferimento ingresso-uscita W(s)
\'J(s\= _TO) e riportata a lato. A regime permanente l'uscita y
N 1+f(s '\* F@) € un’altra sinusoide, di stessa pulsazione w, che
© &' Srq i potrebbe essere di ampiezza diversa, e di fase di-
W(r-v) C(TJ) versa (notare che la sinusoide non parte dall’origi-

ne). Lampiezza M e la fase ¢ legata all’eventuale
sfasamento, sono modulo e fase della funzione W(jw) calcolata per la w di ingresso.

La funzione di trasferimento tra riferimento e errore W _(s) & anch’essa riportata a lato.

La risposta in “e” € 'andamento dell’errore. In regime permanente anche l'errore sara
una quantita smusmdale e 'ampiezza di questo errore sara pari al’ampiezza della fun-
zione W (s).

Se abbiamo la funzione di ingresso-uscita si puo trovare per differenza la funzione di
errore.

Se abbiamo la funzione di trasferimento ingresso-errore per somma si pud determinare
la funzione ingresso-uscita.

Per proseguire I'analisi concentriamoci dunque su una delle due: la funzione di trasferi-
mento di errore.

2 '5«((“= Ww{' Se il segnale di riferimento & una sinusoide di
AN Yeg perm, pulsazione w allora in regime permanente |'erro-
re e(t) &€ una sinusoide di ampiezza W (jw), cioé

1 e
elty= \1+F(}~)\ SM(«L,- {1:‘:('4 I'ampiezza della funzione W (s) nel punto s = jw.

l m§x valore

dell’errore

Questo € quello che succede per quanto riguarda I'errore, quando abbiamo un sistema
di controllo a retroazione con una certa funzione di trasferimento ad anello aperto F(s)
con una sinusoide in ingresso, a regime permanente.
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W (s\ Quello che interessa nella formula & 'ampiezza,

s ok A+ F[S) ovvero |'espressione nel modulo.
in "'S.;((H Buw L'errore sara inevitabilmente una quantita si-
d fo'“ nusoidale in quanto lo & l'ingresso, quello che
|€(+)| interessa € che l'errore non sia troppo grande,
1+F(}~) quindi si va a vedere I'ampiezza. Per certi istanti
I'errore sara non nullo in conseguenza del fatto

\ che la sinusoide passa per lo zero.
ampiezza dell’errore

L’errore sara dunque minore o uguale all’ampiez-

Za. Risposta a regime permanente a

Il massimo valore dell’errore & pari al'ampiezza. ingressi sinusoidali

La formula sopra &€ molto importante perché lega

I'andamento dell’'errore nel tempo alla funzione di | 1

trasferimento ad anello aperto. le(0)] <|W,(jw)| = ———
1+ F(jw)|

Funzione di sensibilita

Da un sistema a retroazione vorrem-
Mo avere una grande precisione, quin-
Y 4 e di un piccolo errore, quindi una quantita
- F6 [1/(1 + F(jw))| piccola.
' Questa funzione, la funzione di trasferi-
[ mento di errore (tra ingresso ed errore),
A - SC‘») viene anche chiamata funzione di sensi-
wﬁs):?'—‘:—g). bilita, S(s), per un motivo che vedremo
2e ’j,;{({»\:giuw{' avanti.
Ax Yeg.porm, ‘F{"’)\J S\?US"M"- Abbiamo a che fare con dei sistemi in cui
e({)\é 1 il modulo della funzione F tende a zero al
1,‘,{.-(]0) \ Y tendere di w allinfinito, quindi la funzione
diagr. di Bode ha un numero di poli superiore al numero
degli zeri.
Al tendere di w all’infinito, la funzione |1/(1 + F(jw))| tende a uno.

werelo
o ‘ 2= lim S(jo) =1
1 ()

(W—C0

Tale valore non e piccolo in quanto corrisponde esattamente al legame tra ingresso e
uscita che si vuole avere.

Il voler avere un valore piccolo implica una ridiscussione in termini di frequenze sulle
quali vogliamo avere una sensibilita piccola.

A frequenze molto elevate dobbiamo accettare un errore che tende ad un’ampiezza
unitaria, perché questo fa parte dello schema.

Infatti a frequenze molto elevate il segnale tende ad avere lo stesso valore tra ingresso,
il riferimento, e I'errore.

Funzioni di sensibilita-5 /10 - Lezione 29



L'ingresso passa inalterato e diventa tutto errore, il blocco attenua e non passa nulla.
Questo & un limite fisico inerente alla struttura a retroazione che non & possibile modi-
ficare.

La specifica che ci conviene imporre per quanto ri-
) OXW’” guarda il comportamento in regime permanente di
M&" pr ingressi sinusoidali € quella, ad esempio, di imporre
0‘3 una sensibilita minore di un certo valore per ogni pul-
9 sazione. Ma non tutti i valori sono possibili, ad esem-
pio 0.1 non lo €. Dunque si fornisce un dato del tipo
M(w).
Il dato fornito € un limite superiore all’'errore, oppure
alla sensibilita, oppure alla risposta armonica ingres-
so-errore, tutti modi equivalenti di definire il dato.

errore 100% Nel fornire tale limite superiore dobbiamo tenere pre-
1% sente che ci sono delle limitazioni fisiche.

La M deve tendere ad uno, ed essere anche un po’
piu grande, quando w tende all’infinito.

Un esempio e riportato nel diagramma naturale a lato. La funzione M €& piccola per un
certo intervallo di frequenze, poi sale e tende a uno oppure a qualcosa un po’ piu gran-
de di uno. Questa in pratica rappresenta una maschera sotto la quale si vuole che sia
collocata la funzione di sensibilita.

Nella pratica non si chiede mai una risposta armonica minore di un numero secco, ma
si richiede che sia minore di una certa quantita, in genere piccola basse frequenze e
unitaria a frequenze elevate.

Prendendo ad esempio un valore di w in un certo punto, I'errore a regime permanente
della sinusoidale sara pari a 0.01 (dal’esempio) volte I'ingresso, ovvero sara pari all’1%.

L'errore ad un certo punto diventa del 100%, ma per questo non c’é nulla da fare.

|56l <

Per facilitare i conti una maschera del genere pud
essere scritta sotto forma di funzione razionale.

La sua forma ricorda una funzione che ha un guada-
gno, uno zero, ed un polo. Ne possiamo tracciare |l
modulo, |[M(w)].

Fissiamo dei numeri al fine di scrivere tale funzione.

Fissando la pulsazione in cui la frequenza comincia
a salire, al valore 1, questo vuol dire che ci sara uno
zero nel punto 1, per cui la funzione avra al numera-
tore s + 1.

Quando s tende all’infinito vogliamo che la funzione
tenda a 1 (concetto di polo).

Il valore della funzione quando s tende all'infinito & il
rapporto tra il coefficiente della potenza piu elevata di
s al numeratore con la potenza piu elevata di s al denominatore, quindi al denominatore
ci deve essere s + qualcosa, ad esempio 100.
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Quindi la funzione (s + 1)/(s + 100) estrapola in qualche modo 'andamento del diagram-
ma, infatti ha un valore finale di 1, un valore iniziale di 1/100.

Tracciamone il diagramma di Bode: fino al valore
w = 1 ci sara un valore costante pari a -40 decibel
(dB).

Poi la funzione tende a salire con frequenza +20 dB
per decade, poi rimane costante una volta che la
frequenza ha raggiunto il valore 100.

! S(JU)[ 4 M[‘A’B

‘,u,oru w A lato la specifica che vogliamo,
in due forme.
La seconda forma € equivalente alla prima,
oppure nella forma definendo W (w) = M(w).

Nel diagramma di Bode, facendo l'inverso
di una funzione, i moduli cambiano di se-

—
‘ S‘(]ub\j;’(u) l< i gno; di seguito tale diagramma per la fun-
zione W..
| heopee

specifica sulla precisione

\ bosk lw:/to)l

- performance -

E usata la lettera W in quanto & una funzione
che pesa la sensibilita.

Notiamo che il peso € molto elevato (40 dB) '\\
alle frequenze basse. Quindi a certe frequen-

ze si da alla sensibilita una grande importanza, cioé una importante grande agli errori.
Ad altre si da una importanza unitaria.

Moltiplicando la funzione di sensibilita per la funzione peso si vuole avere una funzione
di sensibilita pesata che sia sempre minore di 1.

Questa € la specifica sulla precisione espressa in termini della risposta a regime perma-
nente e viene anche detta specifica di performance, oppure fedelta di risposta.

Mo

Ulteriore modo di caratterizzare
la precisione

|SWi|<1 per ogniw

ove s__L , W, =funzione peso

1+F
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Riepilogo Riepilogando, abbiamo visto tre modi di caratterizzare
la risposta transitoria di un sistema.

* risposta a regime permanente ., ;rimo modo & stata la risposta a regime perma-

(ingressi polinomiali) nente a ingressi poli nominali; questa modalita ci ha
» risposta transitoria permesso d| introd.ur.re il F:or.1cetto di.tipo di sistema.
alla definizione di tipo di sistema si vede che esso

(ingresso a gradino) Dalla def di tipo di sist de che
si comporta tanto meglio, cioé con errori nulli in cor-
* risposta in frequenza rispondenza di ingressi via via sempre piu difficili da

inseguire (ingressi costanti, a rampa, a parabola),
quanto piu il tipo del sistema € elevato. Abbiamo visto che, all'interno di un certo tipo di
sistema, acquista importanza il valore dell’errore. Siamo stati capaci di legare sia il tipo
del sistema, sia il valore dell’errore ai parametri della funzione che caratterizza il siste-
ma ad anello aperto ovvero la funzione F(s).

Un secondo modo di valutare la risposta transitoria &€ stato quello di riferirci all'ingresso
a gradino al sistema stesso. In questo modo la risposta dipende in maniera abbastanza
complicata dai parametri del sistema. Nel caso di un sistema del secondo ordine & stato
facile vedere con dei grafici fatte al computer come la collocazione dei poli sul piano
complesso influenza la risposta del sistema stesso. In generale questo & piu difficile, e,
per aiutarci, abbiamo introdotto i concetti di tempo di salita e quello di sovraelongazione
che riassumono in maniera sintetica e rapida la bonta del transitorio in un senso molto
generico e abbastanza empirico.

Il terzo approccio alla valutazione della risposta transitoria € stato quello della risposta
in frequenza. Abbiamo visto come un modo di tener conto di come un sistema risponde
a qualsiasi frequenza in una certa banda é quello di imporre che la sensibilita pesata,
secondo una certa funzione W, sia minore di 1 per tutti i valori della frequenza. Il peso
deve essere dato, esso dipende sia da vincoli che ci possono essere nel sistema, ad
esempio il fatto che il peso deve tendere a 1 quando la frequenza tende all’infinito, sia
da particolari problemi che ci possono essere, ad esempio quello per cui certe frequen-
ze devono essere attenuate in un certo modo, di una certa quantita piu o meno elevata.

Seguono alcune interpretazioni grafiche.

Questa é la specifica che vogliamo, riguardante la fe-

—
delta di risposta, riguardante la precisione.

| SGIW, () | <1
e 01\4:’ L
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La caratteristica che si vuole € riportata a lato.
Sono tutti semplici rimescolamenti delle formule,

| . g f(j“") P,‘ oau. &O ma ogni rimescolamento fornisce un nuovo pun-
vw

W | < |A+7(!

vettore 1traslato | di una quantita unitaria

vettore F
relativo
ad un certo )

diagramma di un sistema stabile

to di vista che permette di acquisire un nuovo
risultato.

Tracciamo il diagramma di un sistema stabile,
pensando quindi che ci sia un polo nell’origine
(presente di suo o aggiunto tramite controllore) e
un paio di poli reali.

Il vettore F e il vettore che, per ogni omega, con-
giunge l'origine con un punto lungo la curva.

Il vettore 1 + F(jw) € quello che chiude il triangolo
con il vettore F e il vettore unitario.

L'imposizione implica che il vettore 1 + F(jw) sia maggiore di W (w).

A destra, il vettore 1 + F, in una nuova w, deve essere piu \ o |

Questo significa che tracciando un cerchio di cen-
tro -1 e di raggio W (w), il valore del vettore 1 + F
corrispondente a tale w non deve entrare nel cer-
chio.

E come se il cerchio fosse proibito per quel valore
di w, e per ogni altro w.

elevato a questa frequenza e quindi il vettore deve essere

piu grande.

Questo € in sostanza l'interpretazione grafica della speci-

fica della sensibilita.

grande del corrispondente W1, e questo vuol dire che |l A -
cerchio che si pud ammettere a questa frequenza € piu \ »
elevato, o viceversa, ovvero che il peso pud essere piu v ’
- ~
UL’
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Lezione n. 30 INTRODUZIONE ALLA SINTESI PER TENTATIVI

Prof. Alberto Isidori

41°04”
s Nella lezione scorsa abbiamo visto che
;‘ 6,P ’C‘ wh & ") nell’approccio piu elementare alla progetta-
: G P zione di un sistema di controllo, le specifiche
‘ \?L' riguardanti la robustezza dal punto di vista
della stabilita e la precisione vengono rias-

sunte sinteticamente in due caratteristiche,
ovvero il margine di fase che tiene conto della
robustezza dal punto di vista della stabilita, e la banda passante B3, legata alla pulsa-
a— specificasulla  zione di attraversamento, che riesce in

ISudesi ¥ & 66 IWe¥z] <4 stabilita robusta qualche modo ad esprimere le proprieta
Valyh Yoxt 3, Ly alfa @  diprecisione.
e Wy e w“éa_‘: 2y Queste grandezze sono legate ad al-
tre grandezze che caratterizzano la ri-
\i—}“ sposta, da tenere presente perché non
"3-". esprimono soltanto la robustezza nella
- A stabilita e la risposta armonica.
j7‘[f, Abbiamo visto come il margine di fase,
A studiando la carta di Nichols, sia lega-

to al modulo alla risonanza che € una
quantita caratteristica della risposta armonica ingresso-uscita del sistema.

Dalla carta di Nicholson riportata si

—— )’ 4 s Bl | 1 —a- -4 < . .
#: T al A ¢ 19rA 4 pud notare che per un margine di
f Z |P%s . . .
b= e o 1T St <5 fase di 40°, il che corrisponde ad
e VIV | > osservare la linea -180° e spostarsi
T AP .ol n .. fino a -140° e poi andare a vedere
= . — |'attraversamento con la linea a 0
< ; * decibel, il punto si trova collocato
o~ L\ tra il luogo a modulo costante rela-
— | ! . . . .
=Xy J‘T—P ﬁ'—"ﬁ tivo ai 3 decibel e il luogo a modulo
TN N costante relativo a 4 decibel.
i AV AV \ s - .
- = \ N \] L'uso della carta di Nicholson é
EAcE \'{'\‘g I\ *‘\‘ N "SQ‘ quello di stabilire legami tra modu-
o e nanwm W WA 1 lo di risonanze e margine di fase. In
o0 W W9 D P N2 - -8 = - & -w .

gee . questo caso ci accorgiamo che se

il margine di fase € intorno ai 40° ci
aspettiamo che il modulo a risonanza sia compreso tra 4 e 3 decibel, che € un valore
abbastanza ragionevole perché un modulo a risonanza a 3 dB ci dice che le frequenze
non vengono amplificate di piu di 3 dB.

Il margine di fase &€ quindi una quantita che tiene presente sia il requisito di robustezza
della stabilita, ma anche il requisito di una certa precisione nella risposta in frequenza.
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Questa € una delle caratteristiche che
vogliamo assicurare al sistema di con-

”, .

g {'eq‘»‘l".h Q_L\ﬂ;a-‘% mxdq, trollo.
3 L'altra caratteristica € la frequenza di
wt‘ attraversamento che é una quantita

prossima alla banda passante.

Il margine di fase deve essere un nu-
l Wo “z\ <4 { » Mmero abbastanza fisso, intorno a 40°.

“0 Anche la banda passante, B,, deve
R ,Qﬁda. wQﬂa. a)é sottostare ad un requisito abbastanza
3 ~o rigido.

w&<83< Q@f Il peso W,, che pesa lincertezza del

modello, cresce allaumentare della fre-

quenza, quindi, volendo mantenere il prodotto W W, minore di uno, la quantita W, alle
alte frequenze, deve tendere a diminuire.

Questo vuol dire che la banda passante non deve essere supe-

’S.“&(S.\II & G(S) riore ad un certo valore. Se la banda passante & troppo grande

potrebbe darsi che certe incertezze ad alta frequenza distrugga-

1;‘Io o 1 no la stabilita del sistema.

EYfrofe €, e
—_— Lo problema della “sintesi” di G(s), nella sua accezione piu sempli-

mi ce, é quello di trovare G(s) in modo che il sistema abbia un certo
tipo (normalmente 1, ma anche 0), abbia un certo errore, abbia un
N certo margine di fase e una certa frequenza di attraversamento.
\
/Sulesi” & 66 = —53‘
dp o1
Effofe €, ej_=———
m\“ k’e‘% Una volta fatta la scelta di G(s) possiamo andare a vede-
h d re come sono fatte tutte le funzioni che ci interessano, in
particolare possiamo andare a vedere come sono fatte le
G W.= Gpo due funzioni principali.
D ° \+GP, Una é la funzione di trasferimento ingresso-uscita W, e
‘ latte la funzione di sensibilita S,..
5°~ Queste sono le funzioni che caratterizzano in maniera piu

H'G% sistematica e piu razionale le proprieta di stabilita robusta
e di precisione robusta.

Le specifiche riguardanti il tipo e I'errore sono rigide, esse specificano in maniera univo-
ca le caratteristiche di G(s).

Se il processo P non ha poli nell’origine e si vuole avere un sistema di tipo 1 allora G(s)
dovra avere un polo nell’origine, e quindi dovra avere un fattore 1/s.
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Stabilito che il sistema e di tipo 1, volendo avere un errore e,, si dovra imporre un certo
guadagno K alla funzione G(s).

Il fattore K /s corrisponde in maniera precisa e biunivoca all'ottenimento di un sistema
del tipo 1 con errore e,.

Cerchiamo ora di stabilire se ci sono altri fattori, R(s).
ISodesi? i GE = <\ R
51 Questi altri fattori sono aggiuntivi, essi devono essere
wtpe 9 Lipo o 1 introdotti per soddisfare le altre specifiche, che peral-
¥ Cfrofe €, elg._l_ tro possono anche non servire in quanto le altre spe-
o Ko cifiche possono essere gia soddisfatte da K /s. Cosa
1 che in pratica non si verifica.
we GP, Non si verifica perché volendo avere un errore basso
—_— “nzh@ significa avere un guadagno K elevato, ma questo
| ° implica instabilita.
o: -
l+6p

La funzione di trasferimento ad anello aperto

F(S)t R(S) ) T(S) sara F(s), mostrata a lato.
L__w\)

G(g) Si puo inglobare in un unico termine della
funzione tutto escluso R(s), in quanto tale
termine rappresenta le scelte elementari. Il termine pud essere chiamato P’(s) o F'(s).

,."----50‘

{CE a(»(_) 6 = 7O P(o

L_—g(;y-----z E 6‘)

Ora occorre scegliere R(s) in maniera tale da soddisfare le specifiche sulla banda pas-
sante e sul margine di fase.

e Scu&@"Q La funzione R(s) piu semplice € quella mostrata a lato, con dei
W‘Lﬂ poli e degli zeri. In questo caso un polo e uno zero.
Gli zeri producono un anticipo di fase e sono benefici per
quanto riguarda la stabilita.
({(b K?* 51,? Si aggiunge un polo per ottenere la funzione propria, realizza-
bile fisicamente.

Si aggiunge un fattore di guadagno K per tener presente che
I'introduzione della funzione R nel sistema deve essere tale da non alterare le scelte gia
fatte. Poiché conviene che la funzione K, abbia guadagno unitario, si mette al suo posto
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F: GP ,ﬁr“‘w,.) un fattore P/z, in quanto la funzione R nel

e LT Jo iasetl 000 vale 1, R(0) = 1.
] B’ .k S+¥ Tale funzione si chiama correttrice o com-
t Srp pensatrice.

C"'“‘:‘"“" Questo per far si che la funzione R(s) non
o ¥° abbia né poli né zeri nell'origine.

Vediamo ora un certo numero di situazioni su come scegliere i parametri di questa fun-
zione R in modo da ottenere i risultati desiderati.

La prima €& quella in cui occorre antici-

(o sals b ol . seuplice
+ G P &b‘:ﬁi~ pare le fasi.
L’ t;&_t,}:_‘i. '
Occone addiopen b o | * S*P | Sideve fare in modo che alla pulsazio-
o co-pealwaa e di attraversamento la fase non sia

Yo bfe _130° ma sia, ad esempio, -140°, per-
ché in questo caso il margine di fase
sara di 40°.

Per fare questo si usa una funzione co-
siddetta anticipatrice Ra(s), che si usa
scrivere in forma normalizzata come
mostrato in figura.

In essa m_ e una costante di tempo re-
lativa allo zero, z =1/t .

funzione anticipatrice

Andamento moduli e fasi della funzio-

D Q- 4+ S i ne R (s).
it <. - Ta Tale funzione si chiama anticipatrice.
1+ a5 g
T —
\QJ A T T La funzione si chiama anticipatrice

m perché il suo ruolo € quello di anticipa-
< re le fasi, quello di aumentare le fasi,
L7~ infatti le fasi sono tutte positive.

Nell’introdurre tale funzione nel siste-
ma, occorre sommare i diagrammi di
Bode relativi al sistema con quelli rela-
tivi alla funzione.

Q\
1

%

pme =

[®s

PR X
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Quello che si ottiene sono
i diagrammi della funzione
compensata, il sistema in cui
c'éla G, elaP conifattori gia
definiti in precedenza.

Occorie arndioper L ‘9'.'
it Anticoamice Yo o
~ 4
LP rg.(s\: M Rs z. .!
1 * %3 x ™
] } * 1 <, Famiglie di curve, diverse, che dipen-
| : m,4dono dam,.
W) : q_L"‘ Sono normalizzate.

L : Inoltre diagrammi finali, fatta una
t i scelta, quella di collocare il punto di
AV Qe ARLE ; i |

7. - = 1 N rottura in corrispondenza della pulsa-
- -“ — .
Al =i e zione w,.
31.‘4) \ Y
Wr 2 Quello che succede € che la fase &

aumentata e la pulsazione di attra-
versamento non e rimasta quella di prima, ma & passata ad un valore leggermente su-
periore, dovuto all'incremento, valore che potrebbe essere abbastanza vicine.

Il margine di fase & tale per cui le fasi risultano abbastanza distanti da -180°. La distanza
potrebbe essere quella auspicabile di 40°.

La funzione definita consente di aumentare le fasi e porta il fenomeno dellaumento dei
moduli, che fa si che la pulsazione di attraversamento si sposti, in generale verso de-
stra. Giocando sui parametri si puo fare in modo che 'aumento dei moduli sia contenuto
e 'aumento delle fasi sia del valore desiderato.

In questa operazione é critico scegliere = w,
€2

Questo intervento puo dare risultati positivi se si vuole aumentare le fasi ma non occorra
variare la pulsazione di attraversamento w..
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- == Un esempio.

ko e R 4 ___— Il processo ha due poli e nessuno zero, il
seds o ?“‘V"’) (OK (0is v)(e0ls +1) guadagno & unitario.

g Vogliamo un sistema di tipo 1 con un erro-

3 . = 0oL
V_'j@.?_-“ h? 4, 6=9 re e, =0.01.

| Queste sono in sostanza le specifiche,

L ];;,'. €= r"" = 0oL quelle definite specifiche rigide, che deter-

' 9 ‘ minano in maniera univoca i parametri del-
%t ‘_c& - Y40 W" la funzione compensatrice.

A+ TS Volendo un sistema di tipo 1, il sistema ad

‘(5\: - 1 anello aperto deve avere un polo nell’origi-

T e ne; la funzione P(s) non ha poli nell'origine,

quindi deve avere la funzione G, nella qua-

- 4 le si deve dunque essere il fattore

o %{@—\» tom by &, €= 00L Sappiamo che l'errore e, = 1/K K.,

2L’ Quindi poniamo e, = 0.01.
X E" coor Kerloa Il processo scritto come esempio ha
I un guadagno unitario, quindi K, = 1.
A Questo implica che K, = 100.
' 400 Possiamo dunque scrivere la funzio-
[Pes1 = ne P’(s).

&(u.ts +)(D.9!SH)

Procedendo della sintesi si deve andare a vedere se sono soddisfatte le specifiche, in
particolare quella sulla pulsazione di attraversamento w, e quella sul margine di fase m,.

Supponiamo un margine di fase intorno ai 40° e vediamo come scegliere la funzione
anticipatrice.

Si verificano i diagrammi di Bode e si verifica quale € wt e, sulla base di questo valore,
si deve vedere qual € I'anticipo che si vuole ottenere.

Il valore del margine di fase determina il valore della quantita m_.

Le funzioni anticipatrici sono riportati su diagrammi universali. In ascissa hanno la pul-
sazione normalizzata. per un valore 1 si nota quanta fase viene aumentata.
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— ' | ... Funzioni anticipatrici.
i Vi
- 4
F’..‘ - « B
4 / \ 4
h
e et . LI . -

L L = v -
”‘b.l_!._" :';_I T
" |' e : = - Diagramma dei moduli
= ;
- |
" - i
.'
.i ] i
bl
L
L1 - i
. . Por o saTen . o WL . ..
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Lezione n. 31 SCELTA DELLA FUNZIONE ANTICIPATRICE

Prof. Alberto Isidori
41°08”

Scelta dei parametri della funzione anticipatrice, mediante 'uso di MathLab, in riferi-
mento all’esempio della scorsa lezione.

Si studia il caso in cui si vuole aumentare il margine di fase senza aumentare la pulsa-
zione di attraversamento.

Una volta calcolati i diagrammi di Bode, la loro analisi permette la valutazione degli in-
terventi da effettuare. La prima cosa € vedere dove si trova la pulsazione di attraversa-
mento, ovvero dove il modulo vale zero. Approssimativamente nel diagramma € intorno
al valore 30. Quindi w, = 30.

In corrispondenza non c¢’€ margine di fase in quanto, scendendo nel diagramma di fase,
la fase & -180°. Quindi il margine di fase & zero.

Per questa ragione, ipotizzata anche sulla lavagna, si deve intervenire.

T PROCESSO B Per farlo nel migliore dei modi si effettua
3 uno zoom nella zona di interesse con una
1 pls) 100 apposita istruzione, prendendo l'intervallo
L P(s) =

" 2(0.1801)(0.01891) che passa da 10 a 100.

So HIRME RS EEL SR IRRREEs
nuaP=[100]; 0 ey IR
denP=conv([1,0],conv([0.1, 1],[0.01, 1])); E R S Pt

] e R :
el=logspace(0,3,100); ool 4§ iiiii F i fiffii

109
L OIRGRANNA 0! BOOE P
?ousc o ——

X 2001 20HA DI INTERESSE PO IOV 0 RS
e2=|ogspace(1,2,100); ‘3{’0. S

pouse
.Dal-
lo zoom si nota che i moduli vanno da +20 a
--20, le frequenze vanno da 10 fino a 100.

: : etz LA W di attraversamento € 30. Per sapere quan-
108 : b to anticipare, visto che sul diagramma delle fasi
la fase & -180°, volendo avere un margine di
fase di 40°, si deve aumentare almeno di 40°,
tenendo presente che la w di attraversamento
si spostera verso destra.

=< Dobbiamo determinare i valori di m_ che deter-
minano un aumento di 40°.

cdeend
4
L
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ITTl Per fare questo occorre riprendere la
18 curva di anticipi di fase visti nel finale
della scorsa lezione.

Si va a prendere 1/t = w,, con w, =
30, nel nostro caso.

Si raggiunge 40° quando m & ab-
bastanza elevato, superiore a 10.
Prendere 12, 14 da poca variazione
in quanto le fasi si addensano.
Come primo tentativo si decide di
prendere m_ = 12 e 1/t = 30, per
rispettare quella regola empirica di
prendere 1/t = w.

Quello che succede ai moduli facen-
do la scelta di m_ = 12 & di aumenta-
re di 3 decibel, che non sono pochi.

X SCELTA CONTROLLORE C: FUNZIOME ANTICIPATRICE La funzione anticipatrice & definita come ri-

tou=1/30;

ma=10;

nueC=(tou, 1];
denC=(tou/ea, 1);

portata in figura a lato, con i valoridi T, m_,
numeratore e denominatore della funzione
stessa.

Applicando la funzione anticipatrice si ot-

o} \ tiene il diagramma di Bode (moduli e fasi)
P della funzione compensata.

. . s || diagramma rosso rappresenta la fun-

zione non compensata ovvero senza la
funzione R, quello verde la funzione com-
pensata.

Nel vecchio diagramma w, = 30, il margi-
ne di fase pressoché nullo.

- Nel nuovo diagramma w, si & spostata

101

verso destra e si trova quasi a 40, il mar-
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gine di fase presenta una situazione migliorata in quanto in corrispondenza di w = 40, si
nota che la fase € al di sopra dei -150°.

Quindi il margine di fase si avvicina a 40°
La conclusione & che la scelta é stata fatta bene.

A questo punto siamo interessati a vedere quanto valgono alcuni parametri, come il
modulo alla risonanza, come e fatta la funzione di trasferimento ingresso-uscita, come
e fatta la funzione di sensibilita.

In questa maniera otteniamo informazioni complete sul funzionamento del sistema.

o“,lnml_a_s
£ DIAGRAMIA D! SODE CONPLETO
pouse 0 —
bode(nuaF , denf 1) ¥ -100 —t
pouse -_

Gan dB

0 ———v £ DIAGRANNA DI NICHOLS F(s)=P
5“” i : e o e eae ¢ = cees ‘
~ pouse
3 o] R R e R
id iiiis HEEE S S ngrid(‘nes’)
100 100 102 nichols(nuaF ,denF el)
Rause
crerrgeaenes e L.

e, @59‘..’1_ Diagramma di Nichols, da cui ricaviamo in-
,.....i,--:.o::.,._-;;':.;.. .;.-.:"-x-.... ; e Fformazioni sul margine di fase e del modulo
SRR TGOS, IR T3, 1] Falla risonanza. La curva rossa é la F.

s oo
Sono riportati i valori dei luoghi a modulo co-
-1 {;, Stante.

Si nota che la curva sorpassa il luogo a 3 dB.
Non si avvicina ma si tiene abbastanza lon-
tana dal luogo corrispondente a 6 dB.

3 Dall’osservazione il modulo alla risonanza &
di circa 4 dB.
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Per vedere il valore della banda passante si calcola il valore della funzione ingresso-u-
scita.

X FUNZIONE D! TRASFERINENTO CICLO CHIUSO
X PROCESSO ¢ CONTROLLORE

4

F(s)

2 U(s) ® cocemcncem anello chiuso

4 1o F(o)/

(nuall,denll] = cloop(nuaF,denF,~1);

pause
S0 T —rT—Si noti come la scala dei guadagni sia elevata
3 o—i—ii : ;..&l:La banda passante & sui 50.
§ ol dindidnd $4....Questo verifica il fatto che la banda passante
wool—i i i :i__si trovi fra la pulsazione di attraversamento e
100 il suo doppio.
Si noti come ci sia anche una piccola risonan-
0 — +—rrrrre—23, di valore non apprezzabile.
ol Ak
Poi H iiiil
100 102
£ DIAGRANTA DI BODE DELLA FUN2IONE
% DI SENSIBILITR®
|
4 '
: S(s) = ""’:";;:;’ La funzione di sensibilita fornisce 'errore nella rispo-
sta in regime permanente in funzione della frequenza.
knu-S'dan;
denS=denll;
Im“
2 T p———————y Le cose vanno bene nelle frequenze iniziali.
3 f ; .:; . e o
3 Per omega che va da 0 fino a 810”0, ovvero
iiii per valori naturali che vanno da 0 a 8 radianti
100 104 102 al secondo, si nota che la funzione di sensibi-
Funqueacy (radisec) lita assume valori inferiori a -20 dB, che & un
200 r—v—r—rrrrr—v—v—rrvrrrr—rifattore di attenuazione e pari a 0.1.
4 bttt —=Jiiii Questo vuol dire che c’@ un errore a regime
§ o it it permanente inferiore al 10% per tutte le fre-
> b P quenze comprese tra 0 e 8.
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Arrivati a frequenza 8 I'errore comincia a diventare maggiore del 10%, continua a salire
e addirittura, quando c’¢ la frequenza 10*1*3, w = 30, il modulo vale zero e I'errore & del
100%. Questo € quanto ci dobbiamo aspettare perché la funzione di sensibilita tende
a 1 quando w tende all’infinito. Si possono attenuare gli errori solo nella in una banda
iniziale di frequenza.

Questo conclude la dimostrazione dell’'uso di MathLab per la sintesi per tentativi, ovvero
per la scelta dei parametri delle funzioni anticipatrice.

ot s P P P P P P P P P P P P Pt P P P P P P o P P P P P P P P P P P P P P P P P o P P P P P P P P Pt P P P Pt P P P P P P P P P P

Un nuovo esempio

Le scelte fatte, m_ =10 e 1/1_ = 30, portavano ad

Ma= (O avere un valore del margine di fase leggermente
] inferiore a 40°, supponiamo 35°. Il modulo alla
‘ =30 risonanza era di circa 4 dB.

” 35 (.M, ll J8> Quello che ci chiediamo & se é possibile ritornare

su queste scelte al fine di migliorare le cose.

Nel voler spingere il margine di fase non
si puo agire su m_ in quanto dai diagram-
ﬂ\"(‘,)\ mi visti le curve si addensano.

S Si puo tentare sulla scelta di ..
\ Ma questo pud portare ad effettuare nu-
. e >0 m.l/s(c merosi tentativi prima di trovare il valore

ZP(i“) | ottimo di m_.

Si puo pensare di aggiungere un’altra
—_ funzione anticipatrice a quella gia trova-
ta.

Quindi nel sistema, oltre alla funzione R,
\_,ngo gia scelta, si va ad aggiungere un altro

fattore.
o 50° Questa nuova funzione deve modificare
poco i moduli, ma deve modificare in modo interessante le fasi, al fine di ottenere un
guadagno di altri 15° e portare il margine di fase a 50°, senza modificare troppo la w di
attraversamento.

Al contrario di prima che si doveva aumentare di 40°, in questo caso I'aumento di 15°,

quindi il compito della funzione sara piu “leggero”. Si parte, in sostanza, dal valore della
fase gia buono. E pensabile di assolvere a tale compito con valori di ma piu bassi.

-80? ...
~Upe e

I~ - e oww.

B

™ - -

La scelta del nuovo T, vicino alla nuova w di attraversamento.
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Diag

rammi di Bode della prima funzione e della seconda funzione compensatrice.
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£ PRINA FUNZIONE ANTICIPATRICE CI

tou=1/30;
aa=10;
nuaCli=[tou, 1];

'senCi=[tausna, 1];

1

X SECOMDAR FUNZIONE ANTICIPATRICE C2

tau2=1/50;
a02=2;
nueC2=[tau2, 1);

¢enC2=[tau2/ea2, 1];

nusF=conu(nuaf,nua(2);
denF=conu(denF,denC2);
(mogF,phaseF J=bode(nuaF ,denf,e2);
aagF=20°10g10(aagF);

La scelta del secondo 1, sara fatta in base alla regola empirica indicata prima per cui

1/ & uguale alla pulsazione di attraversamento.

Il diagramma verde corrisponde al processo piu la prima funzione compensatrice, la
nuova pulsazione di attraversamento € di circa 40, quindi nella nuova funzione sara
scelta 1/t = 40.

Poiché 'aumento delle fasi € limitato, gia trovandosi a -145° e volendo andare a -130°,
sara scelto un valore di m_ abbastanza piccolo, ad esempio 2.

Il diagramma blu rappresenta la somma di quello verde, quello rosso e l'ulteriore funzio-
ne compensatrice.

La pulsazione di attraversamento ottenuta & limitata, avendo scelto 1/t uguale alla pul-
sazione di attraversamento.

Nella zona vicino a 0 dB il diagramma si € modificato poco, 1 o 2 dB.
La nuova pulsazione di attraversamento si trova al di la del punto 40.
Il diagramma delle fasi € aumentato sensibilmente, circa 20°.
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1mm
S0 v v . .
N Diagramma di Bode completo, con en-
& 0 P —————— trambe le funzioni anticipatrici.
3 =l
.lm A A . P . . . FaT T,
100 101 102
Frequency (radisec)
0 — —
£ RERIIL
200 & - ﬁm\
-300
100 101 102
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. Diagramma di Nichols
Funzione di sensibilita
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E’ una scelta sconsigliata quella di prendere i due parametri uguali (valori dei moduli e
valori degli anticipi) per le due funzioni anticipatrici.

£ Gursbid PP AL o1, ) (00K
—*?JRM’-:H P

L Bl Gt “',"“::
L . p° T’
Occotre ad\'u\h‘: b F" n! "2 :3.,0 (n":l
Sobk acorelids !

4 S
=~ ke 1’ ‘; )
) __\ ' 2 =3
% ‘.:’ (. Mozlo
A K %
_ :‘.: .. >» _‘M&
» ‘“‘*P .:'A
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Lezione n. 32 SCELTA DELLA FUNZIONE ATTENUATRICE

Prof. Alberto Isidori
4015

Continuiamo nella rassegna dei metodi per la scelta di una funzione che compensi il

sistema di controllo.

t RE) EG-
- i i |

e 1

RG)= Mazd

t t{s)-t-‘- ?@T k 1+L2g

Ma

avhopare & S

A ek oy

Mt —> spostata verso destra

Euu,)

Nella scorsa lezione abbiamo visto
la funzione anticipatrice. Nello sche-
ma essa € la funzione R(s), inserita
in una struttura in cui ¢’€ un guada-
gno KG e un polo nell’origine, s, se
occorre. Segue la funzione del pro-
cesso P(s).

Abbiamo studiato il caso in cui la
funzione R(s) sia caratterizzata da
uno a zero e da un polo.

Lo scopo della funzione R(s) € quel-
lo di anticipare le fasi. L'anticipo di
fase pud essere necessario per ot-
tenere il margine di fase voluto, nel
sistema. Quindi per stabilizzare ro-
bustezza e stabilita.

Riportando modulo e fasi della
funzione P’, definita come mostra-
to in figura, essa pud servire per
anticipare le fasi nella zona di in-
teresse, ovvero in prossimita della
pulsazione di attraversamento w..

Se il margine di fase & insufficiente
tale funzione inserisce un margine
di fase che pud essere dimensio-
nato nel modo desiderato, come
visto negli esempi della scorsa le-
zione.

Se poi una funzione non basta se
ne puo aggiungere un’altra con
alcuni accorgimenti per evitare at-
traversamenti multipli. Tali accor-

gimenti consistono nel non utilizzare gli stessi valori dei parametri.
Una conseguenza inevitabile della funzione P’ e che la w, viene spostata verso destra a

causa dellaumento dei moduli.

L'aumento dei moduli puo essere limitato dalla opportuna scelta del parametro 1/T , di
valore circa pari alla pulsazione di attraversamento w..
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Quindi questo per limitare 'aumento dei moduli e nello stesso tempo sfruttare in modo
conveniente I'anticipo delle fasi.

Ci possono essere pero dei casi in cui non vogliamo aumentare w, al fine di assicurare
una certa stabilita robusta, che € legato al fatto che la funzione di trasferimento ingres-
so-uscita non deve essere unitaria in tutta la banda di frequenza da 0 a + infinito, ma
da un certo punto in poi deve cominciare a ridursi in quanto, per frequenze elevate, le
tolleranze sul modello del processo tendono a diventare via via piu ampie, e l'incertezza
del processo tende a diventare via via piu grande.

\P’[ ! kGP() Dunque se si vuole acquisire un certo margine
PG)- 3 TG di fase per avere stabilita nel sistema & possi-

bile utilizzare un altro tipo di compensazione,

complementare a quella vista.

Osservando il diagramma dei moduli di Bode,
- si pud pensare di spostare la pulsazione di at-
traversamento w, , il sistema non compensato,
in un punto in cui la fase della funzione non
compensata sia sufficiente per quanto riguar-

<

J;

?q, da il margine di fase stesso.
=7 : L Se, ad esempio, si volesse avere un margine
—A87 [y di fase intorno a 45°, allora in corrispondenza
/ alla w, la fase deve trovarsi al di sopra della
Ui fosn 450 corrispondente linea.

nuovo collocamento della ot

AW - epg)

~
Quindi quello che si vuole fare e spostare la w,
senza spostare le fasi.

R L'azione che fa questo corrisponde a prendere |l
T diagramma dei moduli e traslarlo verso il basso, in
modo tale da avere il nuovo collocamento della w..
Questo corrisponde all’attenuazione dei moduli
G, della quantita pari al segmento mostrato in figura.

....--;‘,. [l margine di fate ottenuto & quello voluto.

~90~
-—l&y ‘:’. ceoctocosse see

Per fare questa operazione occorre introdurre un
guadagno che, in decibel, € un numero negativo
per cui occorre introdurre un fattore moltiplicativo
minore di 1. Facendo questo si modifica il guadagno K gia fissato nella prima fase del
progetto e pud darsi che questo non sia consentito. Infatti il guadagno K, puo essere
il valore di minimo guadagno per avere I'errore desiderato, prefissato, in regime per-
manente, per cui l'introduzione di un fattore minore di 1 non & possibile, perché questo
violerebbe le specifiche dell’errore in regime permanente.
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Questa azione non & dunque praticabile.

Allora si pud pensare di attenuare i moduli non in modo uniforme su tutto I'asse delle
frequenze, ma solo in corrispondenza della zona di interesse, in particolare quella dove
vogliamo andare a collocare la nuova pulsazione di attraversamento, lasciando inalte-
rato il guadagno, cioé lasciando inalterati i moduli a frequenze via via piu basse, quelle
che tendono a zero.

R(s

T
- ' me>
1+ 7T;S

’RCO> = 1 guadagno unitario
i

R4y

Si pud fare questo con una funzione caratteriz-
zante Ri(s), che abbia un solo polo e un solo zero,
scritto nella forma come mostrato in figura.

La proprieta di questa funzione & quella di avere
guadagno unitario, R(0) = 1. Questo vuol dire che
a basse frequenze, in particolare per w =0, il gua-
dagno del sistema non viene alterato e quindi gl
errori a regime permanente che erano stati pre-
fissati per assegnazione del guadagno K, nella
prima fase progetto, non vengono compromessi,
ovvero non vengono peggiorati.

A+ —"’S Analizzando il comportamento di que-
_ ™ ’R(O)= 1 sta funzione, R(jw), rispetto alla fre-
- . quenza, tracciando quindi il diagram-
1+ TS "L;)‘.'L ma dei moduli e il diagramma delle

fasi, si osserva che essa ha un polo e

— — uno Zero.

Tt' -C_t- Prendendo m. > 1 si osserva che la pul-
—>t sazione di rottura relativo al polo, 1/'Ei,
l e inferiore alla pulsazione di rottura re-
lativa allo zero.
h, ¢
- Tracciando il diagramma dei moduli
per spezzate, il modulo & nullo fino al
l punto w = 1/T, da qui si ha una pen-
denza negativa di -20 dB per decade,
< fino al punto w = m/T,, da qui la funzione ri-
1+ =5 R(e)=1 Mane costante.
'RCS) = ~ Si noti come la funzione attenui i moduli, che
1+7s mM>1 sono sempre negativi, in decibel, oppure nulli
quando w tende a zero.
3{‘ ‘:_: T < — Nella composizione di questa funzione con |l

AN \~

attenua2|one

processo, il risultato sara una attenuazione
dei moduli.

[l valore di attenuazione é calcolabile facendo
il limite della funzione per w che tende all’in-
finito. Tale valore, espresso in decibel, pari a
1/m..
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Siccome m, € maggiore di 1, 1/m,e un numero minore di 1 che, espresso in decibel, e
un numero negativo.

L'effetto della composizione della funzione ottenuta con il processo, sembra dare il ri-
sultato voluto.

foon O il I

avhoyere &St Lase
P(-J:;-VG)
Ve g
3y s e et
IR" 1+ s >4
1% » AR
Lt | NE L
) . 'l‘{‘

Dobbiamo vedere quello che succede alle fasi, importanti per la stabilita.

1+ —

‘R(S) = ™y 'R(o)- L
¢ 1+ TS ™4
IRGHa ‘ 1 m

.o T. >~ T.

% LIS

. . ""J& \ ‘
o : ™l

Le fasi sono, in sostanza, complementa-
ri rispetto a quelle ottenute con I'introdu-
zione della funzione anticipatrice.

L’andamento delle fasi, riportato in figu-
ra, € un andamento negativo, si tratta
dunque di un ritardo di fase.

La tendenza e di raggiungere il valore
-90°.

L'effetto di ritardo di fase &€ un effetto
indesiderato in quanto puo far si che il
~ margine di fase che otteniamo non sia
queIIo che desideriamo.

A tale scopo dobbiamo fare in modo che
i due punti di localizzazione della massi-

ma fase di attenuazione siano abbastanza a sinistra della pulsazione di attraversamen-
to che si vuole ottenere. A questo punto si ottiene I'effetto desiderato.

Scelta della funzione attenuatrice - 4 / 12 - Lezione 32



ok

La funzione introdotta ha il compito di attenuare i moduli, solo in una certa banda di fre-
guenza e non su tutte le frequenze.

Per tale ragione essa prende il nome di funzione attenuatrice.
Essa ha come effetto collaterale quella di ritardare le fasi, che & un effetto indesiderato.

L'indice i nella funzione R serve a distinguerla dalla funzione anticipatrice, inoltre, per
valori di T molto grandi, la funzione attenuatrice si comporta come un integratore.

Si noti come il diagramma dipenda da T e da m.

La dipendenza da T € eliminabile per mezzo della normalizzazione, mettendo jw al po-
sto di s. In questo modo i diagrammi dipendono da wT.

ha DR BIEP
'&G"’) = ™ 1+ J—M— Dalla normalizzazione si avranno tanti

diagrammi quanti sono i valori di m.

@H‘enuaf‘n'ce 1+ jQ Con le fasi che decrescono avvicinando-
sia-90°.
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Esempio di funzione attenuatrice, sulla scorta dell’esempio visto nella lezione scorsa.

. =004
wi / €s Il sistema é di tipo uno avente un errore

alla rampa dell’1%.

Il problema che si pone € quello di sta-
bilizzarlo con un certo margine di fase,
con MathLab.

Vedremo poi cosa succede alla pulsa-
zione di attraversamento.

I R6) '-95-0-

CASO 2: sl wuole cusentare il margine di fas
ed & anaissibile una disunuzione
della pulsazione di attraversasento Questo € il caso 2, nel primo caso si voleva

aumentare il margine di fase lasciando il piu

. possibile inalterata la pulsazione di attraver-
100 samento, mentre in questo caso vogliamo
P(s) = sempre aumentare il margine di fase, con
5(0.15+1)(0.015+1) I'ammissibilita di una diminuzione della pulsa-
zione di attraversamento.
numP=[100);

denP=conv([1,0),conv((0.1, 1],{0.01, 1]));

59U — - — ——————

0 : + |l diagramma di Bode € rappresentato su tre
=}. 1 » decadi perché si vuole rappresentare un po’
100 tutte le frequenze di interesse.

100

Dal diagramma si nota che, se vogliamo ot-

0 ———v—rrrrrr ——vrrrrry —tenere un certo margine di fase riducendo
goofmi S G P EIEE LALAEEEEEE S i moduli, dobbiamo spostarci verso la fre-
gttt i el L2 EEEEE .l quenza 107,

. Poioiiiiii 1@ iiiiiii T |n corrispondenza di w = 10" abbiamo, ri-
10e 108 102 spetto ai -180°, approssimativamente un ec-
A cesso di 40°.

Se si vuole ottenere un margine di fase un po’ piu alto si deve andare a sinistra.

Per definire meglio la soluzione, quindi su dove collocare la w,, si effettua una zoomata
del diagramma.
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& e T ety raph Deiew U N

o pa a

-~ -

.. Siccome ogni striscia & 20°, se si

vuole ottenere un margine di fase

*vicino ai 40°-50°, si deve portare

la pulsazione di attraversamento
nella frequenza 0.7, corrispon-
dente alla terza linea verticale
da sinistra, venendo da 10, corri-

" spondente aw =7.

Si deve dunque mirare a ottenere

= zoomata dei moduli

w=7.
Determinato questo, si torna sul

Y r=——1_ 1 1 11t 1diagramma dei moduli per vedere
0l 3 ) . oo I quanto si deve attenuare per ave-
“*~._re la pulsazione di attraversamen-
10} touguale a 7.

In w =7 il modulo vale 22, per cui
OF la funzione non compensata in w
a0k = 7 vale 22 dB. Se ora si attenua
di 22 dB si porta la w di attraver-
-20 |- samento in quel punto, ottenendo
an : : : £ % 2OFANG apchg ung dimiquzione di fase, e

100 101 Si ottiene il margine voluto.

Ora vediamo, con l'ausilio dei diagrammi universali, come si scelgono i parametri T.e

m.

La cosa da cui partire € il valore dell’attenuazione.

Abbiamo visto che vogliamo spostare la pulsazione di attraversamento nel punto w = 7.
Per ottenere questo risultato abbiamo visto sul diagramma che & necessario introdurre,

a quella pulsazione, una attenuazione di 22 dB.
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Dalle carte universali si ricavano esattamente i valori da scegliere per i parametri T e
m. in questo caso, oppure T_ e m_nella sintesi.
Siva a vedere qual € la curva che introduce una attenuazione di 22 dB in corrisponden-
za a valori elevati della pulsazione normalizzata.

Il diagramma ¢ lo stesso di quello visto nel-

":._ P T [TTTTIR la scorsa lezione solo che, in questo caso,
- _l' il /"LL;[: I moduli devono essere considerati di valo-
! . zmes ;‘ re negativo.

: %ﬁ, 1 Per un valore di 22 (a sinistra) si ottiene

. V HRE M = 12 circa (a destra, in quanto i due

. 3 4 punti di rottura 1/T, e m/T,devono essere

- "’:A i' a sinistra della w,, quindi la w, deve stare
P/ [Tl nella regione a destra e corrispondere ad

. 1] 1374 un punto in tale regione).

of B> il I i Dopo aver scelto m, si deve vedere cosa

PET e e eTveneesT e e eTeenees e v e e ersmsuccede alla fase, perché scegliendo m, si
modificano le fasi.

Anche il diagramma delle fasi a lato € lo
stesso diagramma visto nella preceden-
te lezione, con la funzione anticipatrice.

1 \\ \ Perod, in questo caso, dobbiamo inter-
[ \ pretare le fasi come valori negativi.

Abbiamo scelto m, = 12, quindi dobbia-
mo prendere la relativa curva e andarla
ad osservare nella zona delle frequenze
che ci interessano, quella in cui andre-
mo a collocare la nuova pulsazione di
attraversamento.

4
)
-

i)
-A
’s

- .

i
)4
18 FAV AV 9" 727
777
_

& f
|

(V) s 0 o 00ve0 3 * 00 *w .. e S i

L'informazione che ricaveremo € quella di vedere quanta fase perdiamo.
Vediamo che quando w_= 30, la curva relativa a m, = 12 riduce le fasi di circa 10°.

Questo vuol dire che se prendiamo m, = 12 e T,in maniera tale che la w_ si vada a col-
locare nel punto 50, la funzione introduce una riduzione di fase di 10°.

Siccome in quel punto la fase della funzione non compensata era 50° e piu, i 10° li pos-
siamo perdere, quindi la fase risultera 40° e piu. Per cui il margine di fase risultera vicino
a quello voluto.
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X SCELTA CONTROLLORE C: FUMZIONE ATTENUATRICE

tou=%0/?; % normalizzazione, WT =50 con w = 7.
aa®=12;

nusC=(taou/ea, 1);

denC=(tou, 1];

an

diagramma della funzione compensata

i 7, ¢ 2 R Il diagramma & conforme alla previsione.

OF B e o = T iagramma dei moduli attraverso la linea

0 p Il diag d duli att la |
T _al0dBperw=7.

100 /e /  Abbiamo dunque ottenuto la pulsazione di

funz. compensata funz. non compensata attraversamento pari a 0.7.

100 | valori delle fasi sono un po’ diminuiti, esat-
i —~— i tamente dei 10° che avevamo previsto, in
180 ol 3 : 3~ ~—.".::-}.:::_ ¢ w="7.

‘;-'Zj‘\ Dal diagramma sembra che i valori della
fase siano a -140°, e che quindi il margine
di fase sia di 40°.

Questo ci porta alla conclusione che la sintesi sembra abbia dato il risultato sperato.

-200 |-
100 101

Calcoliamo ora il diagramma di

s o SERELTI SEEEH Bode della funzione completa,
I e g o — mEagly che & utile tracciarlo in quanto e
8 100l : 23 : 7 bene vedere quello che succede
© 8 per tutte le frequenze.
=200 R B MR T T . . .
100 101 102 Si noti come intorno alla frequen-
Frequency (rsd/sec) za 10° le fasi si siano ridotte.
Questo e un effetto della funzione
_-100 Lt Y Yy attenuatrice. Per fortuna in quella
£ e S - zona di frequenza i moduli sono
e 200} - £5 goooTTnngeg s o2 maggiori di uno per cui non c'é
é 7 pericolo di instabilita.
-300 R Sl S WY Escdin etk A AL
100 101 102
Freanencv { mad lease)

Vediamo ora alcune altre verifiche, la carta di Nichols, funzione di trasferimento del siste-
ma completo, funzione di sensibilita.
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Gain dB

Jam (ap)

rFnase (aeg)

« Il diagramma di Nichols, zoomato

0} " 50-35 per vedere esattamente quanto
2l i vale il modulo alla risonanza.
g % La curva si allontana verso destra
10k P g e poi torna giu, in basso a sinistra.
of Y e La curva attraversa di poco il luo-
PRt iianiings N go con modulo costante a 3 dB,
(o quindi il modulo alla risonanza &
20 F- 3 un po’ superiore a 3 e non arrivera
sl probabilmente a 4.
-0 . L
-350 -300 290 -200 -150 -100
Phase (deg)
10 e —— - Calcolo della funzione di trasferimento ad
a . anello chiuso, ingresso-uscita.
100} .ﬁ - Zoom per vedere quanto & venuta la ban-
-2'(1000 101 102 La banda passante & poco leggibile nel
Frequency (rad/sec) diagramma in quanto la scala dei moduli,
0 generata automaticamente, va da 100 dB
g e Y872 SRS s te - a-200 dB.
o | 3 Non c’¢ la definizione sufficiente per poter
200} TERRRARITTTT |leggere i -3 dB.
-301000 ey 10s Per poterli leggere occorrerebbe prendere

soltanto la decade tra 10" e 102. Ci si ren-

de conto che la banda passante & intorno a 10".

Nell’esempio della scorsa lezione, basato sullo stesso processo, era stata ottenuta una
banda passante di 50 radianti al secondo, quindi cinque volte piu grande.

In questo caso e stato ottenuto un valore piu piccolo per aver scelto una w di attraversa-
mento abbastanza piu piccola.

Nel caso precedente era di circa 40, in questo caso di circa 7.

Si noti come sia sempre rispettata la regola empirica per la quale la banda passante si
trova tra w di attraversamento e due volte w di attraversamento.
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Calcolo della funzione di sensibilita.
La funzione di sensibilita € importante

Gan (aB) |
= -
\
‘n
‘D
|
1

o ol P.. i per quanto riguarda I'errore a regime
0 Poo: ooz Pz iiiiii: permanente a ingressi sinusoidali.
' 0 10 e L'andamento & quello che ci aspettia-
EAUERY (R mo, esso tende a zero quando w tende
200 SR, e e a 0, ovvero a -infinito in decibel.
g B Andamento tende a 1 per le altre fre-
§ oF foied o Vw—— quenze. Si noti come la funzione sia
" abbastanza grande a partire da qual-
~200 e cosa dopo 1 in poi.

Abbiamo attenuazioni inferiori a -20 dB. La volta scorsa le stesse attenuazioni si avevano
finoa w = 8.

Quindi in questo caso c’é una banda di frequenze che va da 1 a 8 in cui sono state perse
le proprieta ottenute nella sintesi precedente di migliore funzione di sensibilita e quindi di
maggiore precisione nella risposta a regime permanente.

Quindi riducendo la w di attraversamento e stata ridotta la banda passante, ma é stata
anche aumentata la funzione di sensibilita in una certa banda di frequenza e questa &
una cosa da tenere presente quando si usa la funzione attenuatrice nella sintesi di un

sistema di controllo.
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Lezione n. 33 REGOLATORI P.1.D.

Prof. Alberto Isidori
40'56”

Abbiamo visto che la funzione di
controllo G(s) comprende un gua-
~ K? -+ g}_ dagno, che ha lo scopo di abbas-
S

GE) = —
sare il valore dell’errore in regime
permanente sotto un certo limite

Ta
S (1+5)
WM,
prefissato, che comprende even-

AR M »L tualmente un polo nell’origine per

ottenere un sistema di tipo 1 e cioé

un sistema in cui I'errore sia nullo in regime permanente quando I'ingresso € costante

e che comprende quasi sempre un’azione di compensazione che, nella maggioranza

dei casi, € una azione anticipatrice, necessaria molto spesso per ottenere un margine
di fase desiderato.

Se il numero m_ & abbastanza piu grande di 1, in pratica da 10 in poi, la funzione puo
essere approssimata, nella banda di frequenza di interesse ovvero da frequenze molto
basse fino al valore della w di attraversamento, con una funzione della forma visualizza-

ta in figura, ricavata dal fatto che il termine

Kf c(t) -+ T /m_ viene trascurato.

K 4+<.<)

Come gia osservato, una azione di questo
(k) genere comprende un termine proporziona-
n le e, in questo caso, I'errore viene moltipli-
e(OJ.t cato per il termine proporzionale e inoltre
+ Ky proporzior
comprende un termine di tipo integrale.
Cioé moltiplicare il termine K, per l'errore
significa sviluppare

g s Ge i " un’azione di control-
- . lo che corrisponde
all'integrale indefinito
krdt) * dell’errore moltiplicato

GE) = _K__G*-'QS) < K+ ke 2. femat w(€) per la costante K..
S (14 2s) ! 5 x \¢ La somma delle due
= azioni & quella che da
N WMDY luogo all’azione di con-

trollo del processo.

Nell’anello a retroazione elementare che abbiamo sempre considerato, dopo il controllo
fra il valore desiderato e il valore effettivo, c’é un dispositivo con funzione di trasferimen-
to G(s), che sviluppa la funzione di controllo u(t), che € imposta al processo P(s).

Nei casi in cui la funzione G(s) assume la forma indicata e m, >> 1, di fatto, il controllo
che si pone al processo, consiste nella somma di una azione di controllo proporzionale
all’errore con un’azione di tipo integrale che puo essere utile per avere, ancora, errori
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nulli in regime permanente quando l'ingresso & costante.
Nelle ultime lezioni abbiamo poi visto come scegliere i valori di T, e m_.

Vedremo ora un approccio piu empirico per la scelta dei parametri che caratterizzano
la funzione di compensazione, nel caso particolare in cui la funzione G(s) pud essere
espressa nella somma di un’azione proporzionale con una azione integrale.

Per fare questo vediamo come sono fatti i diagrammi di Bode in questa situazione par-
ticolare.

wbLa funzione G(s) viene riscritta in
K @+.s) z K+ Kx j* Ky Se(’v‘“’- j forma standard per il tracciamento

GE) = D) S dei diagrammi di Bode, mettendo in
. evidenza il fattore K.

~ :x b G(s) ha dunque un polo, uno zero

.‘5’7'*“_‘*:'1"_"5‘3 ed un guadagno. Da questo il rela-

tivo diagramma di Bode dei moduli
e delle fasi.

K
G(S) k? kp&i T

R k) Per il polo nell’'origine la pendenza
- iniziale della curva é -20 dB per de-
cade fino ad un certo punto, il punto
in cui la pendenza cambia ¢ il punto
guadagno

fattore di tempo relativo all'inverso della costante di
polo nell’origine (s)

e zero in K/K tempo associata allo zero, quindi

Klle. La pendenza diventa oriz-
zontale, perché lo zero provoca un
aumento di pendenza, che era negativa prima, quindi diventa nulla.

In effetti quando w tende all’infinito il grado del numeratore € uguale al grado del de-
nominatore, quindi il modulo di G tende ad un valore costante, che puo essere visto da
entrambe le formule, ed € pari a Kp.

Il diagramma delle fasi comprende un termine fisso di -90° dovuto al polo nell’'origine,
c’é@ un termine in anticipo dovuto alla presenza dello zero; in corrispondenza di -45°, w
vale Klle.

La fase & quindi tutta negativa.

La funzione G(s) produce un ritardo di fase, in quanto abbiamo introdotto un polo nell’o-
rigine. Per ogni polo introdotto nell’origine si ritardano le fasi uniformemente di 90°.

In questo caso il ritardo di fase € in parte recuperato, per le w via via crescenti, dall’ef-
fetto dello zero, che & un’azione stabilizzante.

Questo zero & quello che viene ereditato dalla funzione anticipatrice, e rappresenta la
situazione limite a cui si porta tale funzione quando il parametro m_ diventa molto gran-
de.
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- Abbiamo due parametri da scegliere, nell’ap-

proccio empirico, Kp e K.
La scelta di questi due parametri & sulla base di

una informazione molto ridotta della funzione di
trasferimento del processo.

Quindi conosciamo “poco” della funzione P(s).

Se il diagramma della funzione &€ come quello
riportato a lato, la relativa funzione non ha poli
nell’origine, perché per un valore di w tendente a
zero si parte da un valore finito (a destra).

Inoltre c’€ un eccesso di poli rispetto agli zeri pari
a tre. Questo perché vengono percorsi tre qua-
dranti, quando w va da 0+ a +infinito, con le frec-
ce che indicano il verso crescente di w.

Se questa é la funzione P(s) e si utilizza una
funzione compensatrice della forma G(s), che
contiene un’azione proporzionale e una azione
integrale, certamente viene prodotto un ritardo di
fase, cosi come lo abbiamo visto dai diagrammi
di Bode.

Il diagramma di fase & conve-
niente contenerlo, come si & vi-
sto nell'analisi per tentativi.

Quindi conviene che nella zona
delle frequenze critiche, cioé
quando ci troviamo vicini al pun-
to -1, il ritardo di fase sia basso.
Questo vuol dire che nella zona
delle frequenze critiche si deve
andare a leggere la curva nel-
la zona destra, cioé utilizzare la
curva in tale zona di frequenze.

Per un valore di dieci volte KI/Kp,

ovvero una decade a destra del
punto KI/Kp, e il modulo é costan-

te da un certa frequenza, il ritardo di fase introdotto dalla funzione, corrispondente al
piccolo segmento evidenziato, & pari a -6°. Cioé per un valore pari ad una frequenza

Regolatori P.I1.D. -3 /10 - Lezione 33



dieci volte corrispondente al punto di rottura Kl/Kp, la funzione ritarda le fasi di soli 6°.

es. ‘
@ 4o° L'idea € ora quella di fissare un certo mar-
\ke \dB gine di fase, ad esempio 40°.
Sappiamo che introducendo quella funzio-
ne, con la w scelta in corrispondenza al
“punto 10 KI/Kp, si deve tollerare un valore
—45° ulteriore della riduzione della fase di 6°.
Quindi, volendo ottenere un margine di
[ fase di 6°, si va a prendere il valore della
pulsazione w in corrispondenza della qua-
le la fase della funzione P(jw) € uguale a
-180° + m, + 6, dove m, e il margine di fase
desiderato.
Sia w, questa pulsazione.

Per ottenere il margine di fase desiderato occorre imporre che la pulsazione di attraver-
samento w, del sistema compensato sia pari alla pulsazione w,.

Dovranno poi essere scelti parametri K e Kp in modo tale che il ritardo di fase sia sol-
tanto quello di 6°.

Per imporre che la pulsazione di attraversamento w, del sistema compensato sia pari
alla pulsazione w, occorre imporre che |F(jw,)| = [P(jw,)| |G(jw,)| = 1.

Con F(s) la funzione compensata, P la funzione che rappresenta il processo e G la fun-
zione che rappresenta il controllore.

In questo modo si ottiene che la pulsazione di attraversamento del sistema compensato
e pari esattamente a w, per definizione.

Questo comporta imporre 10

|6{= k?\“ - ;

W
k?3 ? Ovvero KI-.. Q—'

atm—

Kg‘ 10

Kz _ .
kx —=-%

Le conseguenze dell'imposizione sono

K or
a1k i o | el 51
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numero complesso in modulo

jo_| [ Una ultima semplificazione. I
e circa 1.

k \1 S S Kf \ 1_’.3%‘.{ K? In sostanza.

—_"\oi

1-j0.1

Quindi, avendo scelto il rapporto K/K_ = w /10, G(jw,)| = Kp.

1
Da cui K s
)

con ‘S_E.'- We
K 10

-— |  per cui una volta scelto Kp, ottengo K.

Queste sono due formule che consentono di calcolare i due parametri K, e K che ca-
ratterizzano il controllore in maniera tale da ottenere una pulsazione di attraversamento
pari ad un certo valore w,, ma, soprattutto, in quella pulsazione di attraversamento, sia
il margine di fase desiderato.

Andando a considerare il sistema nel suo
complesso, in sostanza G(s)P(s), in corrispon-
denza alla pulsazione w, del processo com-
pensato, si avra un modulo unitario per cui il
processo compensato traversera il cerchio di
raggio unitario concetto nell’origine nella pul-
sazione w,, con un margine di fase pari a quel-
lo desiderato, quello per cui la funzione com-
pensatrice introduce un ulteriore ritardo di 6°.

La nuova funzione P(jw)G(jw) traversa il cer-
chio unitario in un certo punto alla pulsazione
W,
La nuova funzione P(jw)G(jw), in generale,
avra il seguente andamento: siccome la fun-
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zione G aveva aggiunto un polo nell’'origine P G parte da -infinito con fase -90°, passa
per il punto alla pulsazione w0, poi continua e, siccome il numero di poli di zeri della
funzione compensatrice € lo stesso, non vengono introdotte ulteriori variazioni di fase
quando w tende all'infinito, quindi la funzione tende a diventare uguale.

Ovviamente le scale della w sono tutte diverse.

Quello che abbiamo ottenuto & un sistema compensato con il diagramma di Nyquist che
si comporta nel modo descritto.

Notare che la pulsazione di attraversamento non é stata scelta, € stato solo imposto un
certo margine di fase.

Da quanto visto si puo dire che, avendo
guardato una frequenza particolare w, e

/P(}‘Oo) =-\800+M(€+6° avendo osservato per tale frequenza la

variazione di fase, cioé il ritardo di fase

6\’@ della funzione P, pari al valore riportato in
\P( 3\ figura, e avendo osservato il modulo della
]")0 funzione nel punto w0, sono state scritte
delle formule che forniscono due parame-

tri.

K - _L- ‘.(_E: —%
[P0
S i

In molti casi una filosofia del genere va bene, in altri no.

L'utilizzo di queste due semplici formule nella sintesi € possibile in tutti i casi in cui il
comportamento della funzione P non & troppo strano, ovvero nei casi in cui il modulo di
tale funzione parte da un certo valore, poi si riduce e la fase non fa giri troppo strani, non
si avvicina troppo al punto -1, non fa doppi attraversamenti ecc.

Sono tutti i casi “normali”, in cui si pud prevedere che la funzione di trasferimento del
processo, la risposta armonica del processo, abbia un andamento piuttosto regolare,
decrescente in modulo e decrescente in fase, senza troppe variazioni.

Se l'obiettivo del controllo € quello di raggiungere stabilita con un certo margine allora si
puo ricorrere a queste formule semplificate.

Per fare la predisposizione di queste costanti, Kp e K, si deve conoscere la pulsazione
w,, e si deve conoscere il modulo.

Perd a volte non é facile conoscere tale pulsazione, perché essa € definita come quella
pulsazione per cui c’e un certo ritardo di fase, ad esempio -180° +40° di margine desi-
derato piu altri 6°.

Quindi occorrerebbe disporre di misure per sapere quanto ritarda la fase, in altre parole
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si dovrebbe gia avere un abbozzo di diagramma di Nyquist oppure del diagramma di
Bode della funzione di trasferimento, della risposta armonica al processo.

In molti casi questo non & possibile ad esempio in certi processi industriali o in certi
processi chimici.

Per quest’ultimi casi viene seguita una alternativa che per certi versi € simile, cosi de-
scritta.

La frequenza w,, a cui abbiamo un ritardo speciale, pud
\J 0
Wee L?_G'_"') ==l non essere facilmente identificabile, ma abbiamo un’altra
frequenza che ¢ identificabile, ed & quella per la quale il
ritardo del processo € esattamente -180°.

LR Definiamo questa frequenza w critica, w_, come riportato
in figura.
E stato usato il termine “critico” perché se si prende il si-
stema e ci si limita a variare il guadagno (avendo inserito
il sistema in un anello a controreazione), aumentandolo,

allora siamo sicuri che prima o poi passiamo alla instabili-

; ta perché ad un certo valore del guadagno la curva di

o~ Nyquist amplificata avra un andamento che la porta al
valore ed oltre il punto critico -1.

Se si sceglie esattamente un valore del guadagno che
porta dal punto iniziale al punto critico -1 allora il siste-
ma si mette a oscillare dal passaggio alla situazione
di stabilita alla situazione di instabilita ed oscilla con
una pulsazione esattamente pari a w_, la pulsazione
\ critica.

. Nelllaumentare i guadagni le frequenze non cambia-
* . no ma cambiano solo le ampiezze in senso radiale,
R PR quindi nella curva tratteggiata che corrisponde al va-
lore piu alto del guadagno il punto di attraversamento

della curva con il semiasse reale negativo &€ ancora il punto definito come w critico.

Questo fenomeno puo essere rilevato sperimentalmente prendendo il sistema di con-
trollo e immaginando di variare il parametro del guadagno, sostituendo G con un gua-
dagno puro, un amplificatore. Poi si tende ad aumentare tale guadagno fino a che nel
sistema non viene riscontrata una oscillazione permanente, che in certi casi pud avere
anche caratteristiche distruttive.

Si tratta dunque di portare il sistema al limite di stabilita, in una situazione di oscillazione
permanente aumentando il guadagno; in questo caso e facile identificare la pulsazione
perché essa sara esattamente il valore della w corrispondente alla oscillazione perma-
nente che si € instaurata.

Individuata la pulsazione ci si chiede di quanto & stato aumentato il guadagno per rag-
giungere tale oscillazione, che € un dato ottenibile.
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Quello che si ottiene nei diagrammi

ey 2 !?G__,“) = = 1¢o° e riportato in figura.
-1 ""\
_¢< /,_JT_\‘ >

A %

{ G i)
|

questo numero ¢ 1 al
\ raggiungimento della
. oscillazione permanente

Y
quindi questa funzione & pari

all’inverso del guadagno che PG‘,
¢ stato necessario mettere Cr b z cr

per raggiungere la situazione ‘\

|

—1£0°

PGy - T‘J

cr

di oscillazione. Vedi il segmento *.
Guadagno = Ker.

Sostanzialmente quello che occorre fare € prendere un sistema, inserire come control-
lore un guadagno puro, se € possibile, cioé se & prevedibile che non accadano feno-
meni distruttivi, portare il guadagno fino alla condizione di oscillazione permanente. A
questo punto sono rilevabili due grandezze, una € la pulsazione dell'oscillazione che
corrisponde alla pulsazione di attraversamento, e il valore del modulo della funzione P
in quel punto.

Questi due numeri possono essere usati per risalire, con delle formule empiriche, ai
numeri w, e P(jw,), utilizzati nel ragionamento precedente.

Normalmente si assume che w, = 2w0.
Inoltre, normalmente, & assumibile che |P(jw_)| = | P(jw,) | / 4

NWM‘:NJ{
W= W,

\PGle 18l
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‘ Queste sono due formule che consentono di
1 K : scegliere i valori dei due parametri K e K del
-—'l controllore a struttura fissa, a partire da un solo

4'?(1%)] " 20 esperimento molto rudimentale.

— |

Kp=

Nella pratica questa & una cosa che si usa molto spesso ed & la prima cosa che si fa nel
controllare un processo del quale si ha a disposizione poca informazione.

Un tale controllore si chiama ad azione proporzionale e ad azione integrale.

Puo darsi che esso non sia, nella pratica, sufficiente a risolvere i problemi ad esempio di
stabilizzazione, perché un controllore di tale genere comporta sempre un ritardo di fase.

Se la fase del processo era gia abbastanza bassa per conto proprio alle frequenze di
interesse, cioé alle frequenze per la quale si voleva introdurre una certa amplificazione
per ridurre gli errori, allora un controllore del genere pud non essere sufficiente.

Dalla sintesi per tentativi abbiamo imparato che per ottenere un risultato migliore si puo
aggiungere una ulteriore azione di stabilizzazione, anticipando le fasi.

Quindi, invece di pensare di usare quel control-

stkl (Q* T S) lore, si pud pensare di usare un controllore della

forma come riportata in figura a lato, che contie-

S ne una ulteriore azione di anticipo delle fasi. In
(1t s)

questa ulteriore azione si introducono due ulte-

riori parametri T e m’, con m’>>1, in modo tale

che sia trascurabile il denominatore della ulte-
riore azione.

In questo modo la funzione di trasferimento del controllore presenta un numeratore di
secondo grado e un denominatore di primo grado, con un polo nell’origine.

Nel fare i calcoli si ottiene un risultato come mostrato in figura.

Kseky (H <'s)
o S ( y* Ly s
1T s) S
‘\'»1 {

%%

Le prime due azioni sono quelle gia viste in precedenza, I'azione proporzionale e I'azione
integrale, rispettivamente Kp e K/s.

La terza € una nuova azione, moltiplicare per s corrisponde a fare la derivata, per cui

nel tempo, I'azione corrispondente al termine aggiuntivo e possibile scriverla come K, la
derivata dell’errore rispetto al tempo.
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Quindi I'azione di controllo che viene imposta € pari ad un termine che € proporzionale
all’errore, piu un termine che é proporzionale all’integrale dell’errore, piu un termine che
€ proporzionale alla derivata dell’errore.

In questo caso si dice che si sta usando un controllore ad azione proporzionale, integra-
le, e derivativa, ovvero P.I.D, in quanto sono le tre azioni che compongono il sistema.

GR- kfgkkx (H <'s)
¢ S 7. / - \< + 2o, \(’
(e ¢ 5) vt < S

Queste tre azioni corrispondono semplicemente all’aver pensato un polo nell’origine,
quindi un’azione integrale, e poi una doppia compensazione anticipatrice con valori ab-
bastanza elevati del parametro m.

Si pone nuovamente il problema della scelta dei tre parametri, con formule relative diver-
se alle precedenti.
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