METODO DEI POTENZIALI NODALI

E un metodo risolutivo di una rete, pit: veloce rispetto all'uso diretto delle Leggi di
Kirchhoff per cui valgono le seguenti:

LKC, 12LK N Nodi => N - 1 equazioni indipendenti ai nodi

LET. 2° LK L Lati=>L- (N - 1) equazioni alle maglie

l.e LK ci consentono di scrivere un numero di equazioni pari al numero delle inco-
gnite, cioe le tensioni e le correnti.

. Con questo metodo & possibile esprimere le tensioni sui rami di una rete attraverso
~ le differenze di potenziali nei nodi a cui questi rami fanno riferimento.

Le incognite sono i potenziali nodali, ad ogni nodo € associata una incognita. Un
nodo & preso come potenzilae di riferimento e posto pari a zero.

Le LKT sono automaticamente soddisfatte.
La procedura si sviluppa nel seguente modo:

1) Siidentificano le incognite rappresentate dai potenziali nodali, per tutti i nodi
escluso uno che & preso come potenziale di riferimento pari a zero. Avremo dun-
que le incognite V,, V,, V, ecc.

2)  Siesprimono le tensioni sui rami coe differenze di potenziali fra i potenziali
nodali e avremo dunque una serie di relazioni del tipo:

Vo~ V=Rl =¥, (fra Ae B c’e un resistore R1)

V.-V,=R] =V, (fraCeB ceun resistore R2)

0~ =R, =V, (fra il nodo di riferimento e B ¢’é un resistore R3)
Nel caso della presenza di un generatore di tensione avremo:

V.-V =E =

n A *"9‘5
: >

oppure, con in serie un resistore, R A %/\{
V,-V-E=RJ, =V, a—




3) Da queste N - 1 equazioni ricaviamo le correnti in funzione delle tensioni ai
nodi; avremo dungue:

I, =V, IR, =(V,-V))IR,

L=V,/R,=(V,-V)IR,

L=V, /R, =V /R,

l, =V, /R, =(V,-V, - E) /R, =>generatore E sul ramo
Le LKT sono automaticamente soddisfatte.

B

4)  Occorre imporre le LKC su tutti i nodi; una LKC sara scartata in modo del
tutto arbitrario, nella pratica con scelta ponderata. quindi avremo una situazione
del tipo: 5

nodo A) Ad,-1.-1,=0 =>n.b.: tutte correnti uscenti

nodo B) | +1+1,=0 =>n.b. tutte correnti entranti

nodo C) l.+1,+1=0 =>nb.léungeneratore di corrente di intensita |
ecc...

5) A questo punto si sostituiscono tutte le correnti |, L, ecc., con i valori delle
correnti nel punto 3 ottenendo un sitema la cui soluzione porta a conoscere I po-
tenziali nodali e da questi tutte le tensioni e tutte le correnti.



METODO DELLE CORRENTI DI MAGLIA

E un metodo risolutivo di una rete, piti veloce rispetto all'uso diretto delle Leggi di
Kirchhoff per cui valgono le seguenti. Pud essere considerato duale del metodo dei
potenziali nodali. La metodologia & la seguente:

1)  Si applica ad un set di maglie indipendenti supponendo che in ognuna di
queste maglie circoli una corrente, con un verso stabilito in modo arbitrario; tale
corrente di maglia, ovviamente, & fittizia ed in realta non esiste. Le correnti di ma-
glia sono variabili ausiliarie.

2)  Siesprimono le correnti dei singoli rami in funzione di tali correnti di maglia.
Le LKC sono automaticamente soddisfatte.

3) Infine si scrivono le equazioni alle maglie (LKT) la cui risoluzione porta a

N' ¥ 4 N 4:

2)  Le correnti di lato vengono espresse in funzione delle correnti di maglia nel
seguente modo:

i1:K1+Kz
i2=K1+K2
'3=K2"K3
i =-K

4 3

Ad esempio:

C AN
1) K1, K2, K3 sono le correnti “7{2““
di maglia, alle quali & stato dato
un verso arbitrario.

L - e

Le LKC sono automaticamente soddisfatte. A questo punto sostituiamo alle cor-
renti i valori dati dalle caratteristiche del bipolo, ad esempio alla corrente i, il valore
v,/ R,, alla corrente i, il valore v, / R, & cosi via, ovvero:



v,/R =K, =V =KR
v, /R, =K, +K, =>v,=R, (K, +K,)
V,/R,=K,-K, =>v,=R, (K,-K,)
V/R,=K,  =v,=KR,

3)  Siscrivono le LKT e avremo una situazione del tipo:

v,+v,=E per la presenza di un generatore di tensione
v,-v, =0
ecc...

Nella prima relazione si sostituiscono v, e v, rispettivamente con K, R,
e con R, ( K, + K, ) e nella seconda relazione v, e v, rispettivamente con
R, (K, +K,)eR, (K, +K,)ecc.., siottiene un sistema nelle incognite K,, K,,
ecc..., che porta ad una soluzione data dai valore di K, K, ecc.



TEOREMA DI THEVENIN coN DIMOSTRAZIONE
—

Si applica alle reti lineari e consente di determinare un circuito equivalente di una
rete in cui sono presenti resistori, generatori di corrente e generatori di tensione.

Il circuito equivalente che si ottiene & un generatore di tensione e una resistenza in
serie di opportuni valori.

R . E, e la tensione a vuoto vista ai morsetti della
O e rete originaria, cioé la differenza di potenziale

-’V\/\f‘}—L@“ fra i due morsetti.
i e ’T ,\/, R, € la resistenza equivalente vista ai morsetti

| Y della rete originaria quando essa & stata resa
_r*;) ; passiva e cioeé quando i generatori di tensione
; | sono stati sostituiti con cortocircuiti e i genera-
tori di corrente sono stati sostituiti con circuiti

aperti.

Vel g velalnant
g Re,p diee

Dimostrazione:

Supponendo di conoscere la corrente i ai morsetti A e B, si applica il principio di
sostituzione ponendo un generatore di corrente che eroga una corrente i e si deter-
mina la tensione v ai capi di A e B tramite sovrapposizione degli effetti.

Tale tensione & ottenuta come somma della tensione v, quando agisce solo il ge-
neratore di corrente e della tensione v, ottenuta facendo agire tutti i generatori
indipendenti della rete originale.

Quindi

vEv, ty,
Ma v, ¢ la tensione che si trova ai capi del generatore di corrente inserito framite il
principio di sovrapposizione quando tutta la rete (in questo caso priva dei genera-

tori indipendenti) & stata ridotta ad una resistenza equivalente Req e pertanto deve
valere la relazione

La tensione v, corrisponde alla tensione tra i morsetti A e B quando si stacca la
parte destra del circuito, essa e cioé la cosiddetta tensione a vuoto V..
Imponendo che la rete col generatore di corrente ai morsetti A e B sia equivalente
alla rete equivalente di Thevenini abbiamo che la tensione V deve essere uguale



alla tensione v del circuito con il generatore di corrente i, cioé deve valere:

Ll e b L L VR R Tewey v = V- Ry

¢ p '3 1 *v“""“, . Da questo segue che:

S é? i | V=vseE,=V,eR,=R.
——1

I - Dunque la resistenza equivalente du the-
| venin si ottiene come resistenza vista dai
| morsetti A e B della rete originaria avendo
prima disattivato tutti igeneratori indipen-

i
i " E . Ajl
Pty
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<

[ K denti, cioé tale rete é stata resa passiva.
- {lj . Latensione equivalente di thevenin si
RoNe priginia ottiene determinando la tensione a vuoto

tra i morsetfti Ae B.



TEOREMA DI NORTON coN DIMOSTRAZIONE

Si applica alle reti lineari e consente di rappresentare in modo equivalente agli ef-
fetti esterni un circuito dato sostituendolo con un circuito semplificato formato da un
generatore di corrente con in paralello una resistenza, di opportuni valori.

Cn’\‘—uﬂ‘ﬂ\? J&TG

Utilizzando il principio di sostituzione si consideri un generatore di tensione V ai
morsetti A e B della rete considerata.

Per applicazione del principio di sovrappo-
sizione degli effetti si determina la corrente
i =1 + 1, come somma delle due correnti
agenti nei due sottocircuiti in cui nel primo
agisce solo il generatore di tensione V men-
tre tutti i generatori indipendenti del circuito
sono disattivati.

La corrente risulta |, =-V/R_, dove R cor-
risponde alla resistenza vista ai morsettiA e

B con la rete resa passiva.

Nel secondo circuito agiscono invece tutti igeneratori indipendenti del circuito men-
tre il generatore di tensione V e disattivato. La corrente 12 viene normalmente chia-
mata corrente di corto circuito in quanto corripsonde alla corrente che circola tra i
morsetti A e B cortocircuitati e viene indicata con il simbolo ...

L'equivalenza tra il circuito dato e quello di Norton si ottiene se la corrente i risulta
uguale alla corrente i.

Applicando la LKC al morsetto A si ottiene:
i=1,-VIR,
Imponendo I'uguaglianza tra le correnti:
= L= VIR =T = le = VIR |



Quindi nel circuito equivalente di norton il generatore di corrente deve erogare
una corrente | pari alla corrente di cortocircuito tra i morsetti A e B e la resisten-
za da porre in parallelo corrisponde alla resistenza equivalente vista dai morsetti
A e B con il circuito reso passivo, ovevro con il circuito privo dei generatori indi-
pendenti e quindi i generatori di tensione sostituiti da corto circuito e | geneartori
di corente sostituiti da circuiti aperti.

Notare che vale la relazione
E,=R,}

eq CC
quindi note due grandezze |a terza & calcolata.

Inoltre con queste tre grandezze & possibile costruire un circuito di Thevenin ed
un circuito di Norton equivalenti tra di loro.



TEOREMA DI TELLEGEN

Il teorema di Tellegen & una proprieta del grafo di una rete che soddisfi le LK.

Ipotesi:

Tesi:

sono date due reti con lo stesso grafo, cioé i bipoli sono collegati nella
stessa maniera.

Per la prima rete si consideri un sistema di tensioni V, che soddisfi

la LKT. Per la seconda rete si consideri un sistema di correnti |*, che
soddisfi la LKC.

2 ViF =0

Dimostrazione:

Si considerino tutti i possibili collegamenti tra i bipoli, con bipoli a vuoto
per quelli che in realta non ci sono. quindi in essi la corrente & nulla.
Possiamo esprimere la sommatoria della tesi in termini dei nodiR e S
in tale modo:

zK VK I*K = 1/2 ZR,S VRS I*RS
con 1/2 per non considerare due volte un ramo.

Ora, se le V¢, soddisfano le LKT allora & possibile metterle sottoforma
di differenza di potenziale V , =V - V..

Si ottiene
% _ * *
ZR.S Vis s = ZR,s Vi es - ZR‘SVS e
Ora la sommatoria V,, pud essere portata fuori dalla sommatoria su S

e la sommatoria V, puo essere portata fuori dalla sommatoria su R,
ottenendo:

L] * - L] &
ZRVR ZS[ RS ZSVS ZRi RS
Avendo fatto la stessa convenzione su ogni bipolo tutte le sommatorie
"5 SONno nulle e questo dimostra il teorema.

[]



POTENZE IN REGIME SINUSOIDALE

Con buona approssimazione, in regime sinusoidale vale ancora il Teorema di Tel-
len per cui, se le tensioni soddisfano le LKT e le correnti soddisfano le LKC, vale:

2 v i) =0
Tale prodotto rappresenta la potenza assorbita istante per istante dal bipolo.

v ¢ la differenza di potenziale, il lavoro che si deve fare per portare una carica uni-
taria da un punto all'altro.

i € la quantita di carica che nell'unita di tempo passa.

p(t) = v(t) i(t) = V,;sen(wt) |, sen (wt - @) = p(t), potenza istantanea, con ¢ angolo
di sfasamento della corrente rispetto a V.

p(t) =V I [cos ¢ + sen(2wt - @ - T1/2)}, somma in cui il termine V | cos ¢ & costante
e un termine di frequenza doppia, poiché la pulsazione & diventata 2w ed € sfasata
di-¢-m/2.

Se si fa il valor medio della potenza istantanea si ottiene il valore costante
V | cos @, e questo valor medio prende il nome di potenza attiva, P.

POTENZA ATTIVAP = 1/T IOT v(t)i(t)dt=V | cos @, ovwero P =V ¢ |
con » prodotto scalare.

La potenza attiva (pari al valor medio della potenza istantanea) € quella che fa
agire i dispositivi elettrici.

L.a potenza ¢ la derivata dell'energia, cioe la variazione della energia nella unita di
tempo, quindi per calcolare 'energia assorbita dal bipolo (con convenzione dell’'u-
tilizzatore) occorre fare l'integrale della potenza.

L.a potenza media & anche una misura dell'energia che si assorbe, perché basta
moltiplicarla per I'intervallo di tempo durante il quale questa potenza viene assorbi-
ta, ecco perché il valor medio prende il nome di potenza ttiva, che & quella che fa
agire i dispositivi elettrici.

Questo spiega perché abbiamo usato i valori efficaci per rappresentare i fasori
(RMS, root mean square).

V=V, /2805

Perché la potenza e il prodotto dei valori efficaci per il cos ¢, con ¢ angolo di sfa-
samento tra la corrente e la tensione.



POTENZA COMPLESSA

Applicando il Teorema di Tellegen al sistema delle tensioni in forma fasoriale e al
sistema dei coniugati delle correnti, che soddisfano anch’essi la prima LK, avendo
la parte immaginaria cambiata di segno, abbiamo:

ot whd

" (.
) f JCW{—*'JK)/, \L;CW{'&;K"”PH:.]
SV I =2 e T € = @
12 e e (S TN
FASORE foth Tombie F/I)Jr?f st imvudds Lellp comtat

Da cui:

Y
Zv‘r ZVKL,_KG":J

E, per la formula di Eulero in forma cartesiana abbiamo la potenza complessa
come:

Vic Lo = Ve T Ceos ) +) Sem )

e la somma di questi termini € uguale a zero, cioé la parte reale & identicamente
nulla e la parte immaginaria & identicamente nulla.

Termine della parte reale (sempre in sommatoria estesa a tutti i rami):

2« Ve l,cosg =0  =>conservazione della potenza attiva, conseguenza della
conservazione dell’'energia

Notare che cos @, € detto fattore di potenza.

Termine della parte immaginaria (sempre in sommatoria):

2« Vil seng, =0 incuiV, |l e unapotenza, sen ¢, & adimensionale, quindi
I'espressione ha una dimensione di una potenza, ma non & la potenza attiva, non
€ in connessione con I'energia assorbita se non in una maniera strana che poi ve-
dremo. E’ detta potenza reattiva che si conserva.



Quindi questo & un nuovo termine che ha diritto ad essere chiamata potenza, da
non confondere con quella attiva, per cui e stato definito come potenza reattiva.

Il termne & presente solo se ci sono induttori e condensatori. Se ci sono solo resi-
stori si ha solo una potenza attiva.

Quindi:

Potenza complessa: %
I

,.sf-]!t

'-Vklh(wyi ‘LJ-N"“&)

Potenza reattiva: o W S VL( 1 K 3 eun &fj{’(

Potenza apparente: Pa=VI

Cioé la potenza apparente & il prodotto dei valori efficaci di V e | senza il fattore di
potenza cos ¢.

Essa sarebbe la potenza che si avrebbe se, trovandoci in regime continuo, correnti
e tensioni fossero uguali ai valori efficaci.

Non si conserva.
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[da Lezione 33]
MISURAZIONE DELLA POTENZA

La particolare struttura del sistema trifase consente consente di misurare
la potenza che attraversa una linea trifase in una certa sezione utiliz-
zando solo due wattmetri € non tre. Questa inserzione, detta di Aaron,
dipende dalla indipendenza della potenza dal centro stella (risultato del
teorema di Aaron).



[da Lezione 32]
LA POTENZA ISTANTANEA NEI SISTEMI TRIFASI

La potenza istantanea nei sistemi trifase o la potenza che attraversa una
determinata sezione della linea trifase é:

P(t) = ¢,(t) (1) + ex() i,() + ¢5(8) §5(1)

E’' la somma delle potenze erogate dai singoli generatori, & la potenza
istantanea erogata dal sistema frifase o trasportata dal sistema trifase.

Supponendo i conduttori perfetti, la potenza che fornisce il generatore si
frasmette lungo la linea.

Se il sistema & simmetrico nelle tensioni ed & equilibrato nel carico la
potenza erogata (trasportata) dal sistema, istantanea, si riduce al suo
valor medio; la potenza fluttuante & nulla e il valor medio & proprio
3Elcos .

p(t) = cl(t) il(t) + ez(t) iz{t} -+ e;(t) is{t)
p(H=EI [sen ot sen(of-) +sen (mt --'-’f-] sen(mt = %L‘P} +

(_im) ( _.‘&n;) =31
+sen ot -5 sen {0t - g ] =3EIcosgp +

+ El[cos(zmt-qa) + ms{?.mt -%ﬁ -q;) + cos(zmt - %;R- )]

potenza fluttuante

> doppia pulsazione
» La potenza istantanea ¢ ugunale alla
potenza media

* La potenza media ¢ pari a 3EIcosp o
\BVIcoscp.
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[da riepilogo lezione 33]
| SISTEMI TRIFASICI SQUILIBRATI

Con il metodo dello spostamento del centro stella, un sistema trifase squi-
librato si risolve con grande sempilicita applicando la formula di Millman
che consente di calcolare lo spostamento del centro stella del carico ri-
spetto a qualsiasi ipotizzato centro stella dei generatori, che pud essere
la terna simmetrica, il baricentro del triangolo delle tensioni concatenate,
ma puo essere un qualsiasi punto, anche il punto rappresentativo del po-
tenziale di uno dei conduttori di linea.

Noto lo spostamento del centro stella si pud calcolare direttamente per
sottrazione la tensione sul carico, direttamente sul carico e quindi, divi-
dendo per l'impedenza si ha la corrente che circola nella singola linea.

Questo & vero anche se il sistema della terna di tensioni concatenate non
& simmetrico.



