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Lezione 1 - Cosa sono i segnali

* Dare la definizione di segnali con assi dei tempi e delle ampiezze
“~continui / discreti, presentando tutte le combinazioni possibili e relativi esempi
pratici.
Il segnale puo essere definito il supporto fisico atiraverso cui viene trasmessa o acquisi-
ta una informazione, con la generica annotazione di s(t). Il segnale non & l'informazione,
ma lo strumento attraverso il quale I'informazione viene gestita, trasmessa, raccolta. li
parametro s pud essere un qualsiasi parametro fisico, una pressione (segnale sonoro),
una intensita luminosa (un video), una temperatura, eccetera.
| segnali sono distinguibili in base al loro comportamento nel tempo: segnali tempo-con-
tinui e segnali tempo-discreti le cui ampiezze possono essere continus e discretic,
Abbiamo:
~» Segnali tempo-continui le cui ampiezze sono continue (sono i segnali analogici).
+ Segnali tempo-continui le cui ampiezze appartengono a un insieme discreto, un insie-
me numerico di valori. Sono segnali di difficile individuazione funzionale, detti quantiz-
zati,
* Segnali tempo-discreti, le cui ampiezze sono continue (sono i segnali campionati).
* Segnali tempo-discreti, le cui ampiezze appartengono ad un insieme discreto (sono i
segnali digitali). Essi sono segnali noti soltanto in certi istanti di tempo. [Vd. Classifica-
zione dei segnali]
esempi di segnali a tempo continuo sono l'elettrocardiogramma, che rappresenta I'an-
damento dell’attenzione raccolta dall’apparato biomedicale.
Esempio di segnali a tempo discreto & un segnale cinematografico, ottenuto proiettando
un certo numero di immagini (frames) al secondo.
Esempio di segnali ad ampiezza continuo sono i segnali acustici e in generale | segnali
__osservati nei sistemi naturali.
‘Esempi di segnali ad ampiezza discreta & il segnale luminoso prodotto da una lampadi-
na di un semaforo che pud assumere solo due valori (acceso o spento) oppure i segnali
binari che regolano il funzionamento dei circuiti elettronici digitali.
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* Dato un segnale analogico con dominio temporale finito tra —T/2 e +T/2 scrivere
le definizioni di energia e di potenza.

L'energia e la potenza di un segnale analogico con dominio temporale finito tra -T/2 e
~—*T/2, quindi un intervallo T, sono definite come segue.

Energia di un segnale relativa all'intervallo T:

i  Buevgie Lo am wgadk
Ep= [S20dt | o et sinferifs T
-T/2

Potenza di un segnale relativa allintervallo T:

—~ . T/2 | ()&rﬁﬂ"m WM'M ’KCMS’((T
Pr= Isz(t)dt veda i QR aun lervdtle
| -T/2 ‘

* Introdurre le definizioni di energia e potenza quando 1) il dominio di definizione
del segnale T tende a infinito e 2) il segnale & complesso.

1) Dalle definizioni di Energia e di Potenza di un segnale, se T tende ad infinito, si defi-
niscono segnali di Energia quei segnali per cui I'energia rimane finita:

» ; - g ;!{ (bt ¢ P
= lim J‘sz(t)dt i).e,zul?i:\ A et & {7
e ] Tow
-T/2

Se il limite ¢ finito allora il segnale & di Energia.

Si definiscono segnali di Potenza quelli per cui la potenza rimane finita e I'energia va
all'infinito:

Pl il ,6w.'r v /7’«-"7‘7
. o @ WM i '
P=lim = [sxpyar  Swel o po : bl
= - .T--bou = | LR ),L Mom }fﬂu =

Se il limite & finito allora il segnale & di Potenza, e {'energia va a infinito.
Questi due tipi di segnali hanno una gestione analitica diversa.



2) Energia e Potenza di un segnale complesso.

Segnale complesso
a(t) = Aelmit+o) = Acos(2mrft + &) + jAsin(2mrf t + o)
L'energia e la potenza di tali tipi di segnali sono definite come:

———

! T/2 :
E=1lim  fls)pdt

T— o :

i SH

P=lim = I]s(t)|zdt

f T-ow Ly
| “T/2

La differenza con i segnali reali & lintroduzione del modulo.

* Discutere la differenza, nel dominio del tempo, tra un segnale certo e un segnale
aleatorio.

La differenza, nel dominio del tempo, tra un segnale certo e un segnale aleatorio & che
per i segnali certi & conosciuto 'andamento nel tempo e sono conosciuti i parametri che
li caratterizzano; per i segnali aleatori la conoscenza fino ad un certo istante di tempo
non garantisce la conoscenza ad un istante successivo.
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Lezione 2 - Segnali e Sistemi Lineari

* Discutere le proprieta di linearita e permanenza di un sistema.

" La proprieta di linearita, sostanzialmente, afferma che all'uscita il segnale & una replica

delfingresso, eventualmente ritardato e/o modificato in ampiezza.

Linearita

I segnali che trasportano informazione hanno un andamento nel tempo molto comples-
so € non facilmente descrivibile analiticamente.

Bisogna individuare delle descrizioni dei segnali che consentano di analizzarli in modo
semplice e corretto, mettendone in evidenza le caratteristiche interessanti per particolari
Scopi.

__Un problema fondamentale & il passaggio di un segnale attraverso uno o pil1 dispositivi,

ano o pil sistemi che svolgono azioni particolari.
L'amplificazione, la modulazione e Ia demodulazione, il filtraggio, Ia rivelazione, sono
operazioni fondamentali in molti dei sistemi di telecomunicazione e di telerilevamento.
Tutte le operazioni devono essere lineari, per questo tipo di problema della trasmissione
dell'informazione, il passaggio attraverso i sistemi:

y(t) = k x(t-1)
Il segnale che sara ricevuto alla fine di una certa elaborazione deve essere una replica,
e}fentualmente ritardata di un tempo 1, eventualmente modificata in ampiezza, del se-
g’afe trasmesso.

Questo perché se linformazione sta nelfandamento del segnale nel tempo, questo an-
damento non pud essere modificato altrimenti I'informazione viene persa.

Il dover soddisfare una relazione come quella sopra impone che i sistemi siano lineari.
Sistemi lineari — sistemi per cui & applicabile il principio di sovrapposizione degli

—.effetti

i

x(t) =Zaixi (t) = y(®) =Z ayy; (t) !
i ! |

essendo y (1) la risposta allingresso x(t)

In sostanza, se abbiamo un segnale x(t) decomponibile in una somma di tanti se-
gnali elementari x con certi pesi rappresentati da a, allora il principio di sovrappo-
sizione degli effetti viene rispettato se I'uscita y(t) & la combinazione lineare degli
stessi coefficienti a, delle risposte y, ai singoli ingressi x.

~Quando questa situazione & verificata allora & verificato il principio di sovrapposi-

zZione degli effetti.



Sistemi permanenti

La permanenza di un sistema & legata allinvarianza nel tempo delle caratteristi-
che e del funzionamento del sistema stesso.

x(t) = y ()
x(t-7) = y (t-1)

Owvero ad un ingresso ritardato corrisponde una uscita ritardata.

* Discutere le proprieta di causalita e stabilita di un sistema.

La proprieta di causalita esprime il concetto per cui la causa non pud precedere l'effetio

e quindi F'uscita non pud esistere prima dellingresso; la stabilita significa che, per un
sistema stabile, ad un ingresso qualsiasi purché limitato in ampiezza, corrisponde un'u-
scita anch’egsa limitata in ampiezza, .
I vincoli di linearita, permanenza, causalita e stabilita sono applicati al problema della
trasmissione di una informazione, con la pretesa che essa sia ricevuta senza degrado.
Una soluzione & la decomposizione del segnale nella combinazione lineare di tanti se-
gnali elementari, che siano semplici, e che siano semplici le situazione determinate dal
loro passaggio dentro certi sistemi.

x(t) = Z ax, (t)
i i i
R i In figura la scomposizione del segnale

Per stabilire il legame esistente tra ingresso e uscita di un sistema lineare e permanente
viene introdotto uno strumento matematico che & l'impulso di Dirac.

Si vedra che l'uscita del sistema & determinata dalla convoluzione fra Fingresso al siste-
ma e la risposta impulsiva del sistema ovvero dalla relazione y(t) = x(t) * h(t), in cui, ap-
punto, y(t) & 'uscita del sitema, x(t) & lingresso e h(t) & Ia risposta impulsiva del sistema,
ovvero la risposta di un sistema lineare e permanente ad un impulso di Dirac: il simbalo
“*" indica I'operazione di convoluzione.



* Fornire la definizione di Impulso di Dirac e discuterne la proprieta campionatrice.
Si definisce impulso di Dirac, §(t), la funzione:

5(t) = lim % rect, (t)

A—0

La funzione di Dirac & una funzione nulla su tutto I'asse tranne che nel punto 0,
dove ha un valore infinito e la sua area & unitaria:

fws(t)dt =1
=g

_Lintegrale
b
[ &t-tg)at

vale 1 solo se il punto 1, & interno all'intervallo (a, b).
I simbolismo per indicare un impulso di Dirac (nelcasot=0) é:

1 “t

impulso di Diracint =0

Limpulso di Dirac nel punto t, & definito come (t - t,). ed esso serve per leggere un se-
gnale nel punto t, stesso.
Questa & una proprieta dell'impulso di Dirac, detta proprieta campionatrice.

Limpulso di Dirac serve per leggere i segnali in certi punti.
Di seguito F'integrale di un segnale moltiplicato per I'impulso di dirac nel punto t,.

f s(t)5(t-t,)dt = J‘ s(t)3(t-t,)dt =

=

= s(t,) f B(t-to)dt = s(t,)



Si sostituisce al valore della funzione nel tempo il valore che la funzione assume
nellistante dove & applicato Fimpulso di Dirac, ottenendo il risultato da un sempli-
ce passaggio.

In sostanza limpulso di Dirac ha letto il valore della funzione nel punto t,, dove—
Fimpulso & applicato.

* Fornire le definizioni e le relative rappresentazioni grafiche delle funzioni gradi-
no unitario u(t) e segno sgn(t) .

Il gradino unitario & definito come il segnale intergrale dell'impulso di Dirac, ed & un se-
gnale molto utile.

u=[ 8(r)dr

Limpulso di Dirac & posizionato in T = 0. nelforigine del sistema di riferimento.

Se t < 0 allora l'impulso di Dirac & fuori dellintervallo di integrazione, per cui linte-
grale vale 0.

Se t > 0 allora I'impulso di Dirac & allinterno dell'intervallo di integrazione, quindi
Fintegrale vale 1.

La conseguenza & che la funzione integrale delfimpulso di Dirac ha un andamento
come sotto riportato:

u(t)

i t
E, sostanza, un segnale che individua gli istanti di tempo positivi.

Nella realt, la transizione dal valore 0 a valore 1 non ha pendenza 90°, ma &
tanto pit ripida quanto piii & piccolo Iintervallo 4, quello della definizione dell'im-
pulso di Dirac.



Se il gradino & Pintegrale dell'impulso di Dirac allora 'impulso di Dirac & la derivata
del gradino unitario:

d o
S0 =380

—Vintroduzione dellimpulso di Dirac consente di estendere il concetio di derivata
anche a funzioni che presentino discontinuita di prima specie.

Questo perché il gradino & una discontinuita.

La funzione segno & la funzione associata alla funzione di gradino, tramite la quale
puo essere definita.

sgn(t) = 2u(t) - 1
b sgn(t)

bt |




Lezione 3 - Transito dei Segnali in Sistemi LP

* Dare la definizione di risposta allimpulso.

La risposta impulsiva & Ia risposta di un sistema lineare e permanente ad un impulso di
Dirac.

Definiamo risposta impulsiva, funzione h(t), la risposta del sistema allingresso (1),

* Giustificare il legame tra il segnale di uscita ed il segnale di ingresso in un siste-
ma LP attraverso la definizione delPoperazione di convoluzione.

Il legame tra uscita e ingresso in un sistema lineare e permanente & dato dalla seguente
relazione:

y(t) = w‘fx{-r)h(t - 1)dr e

=00

Lintegrale prende il nome di integrale di convoluzione. Dunque, per definizione, abbia-
mo che l'uscita y(t) di un sistema lineare e permanente, di risposta impulsiva h(t), & Ia
convoluzione tra il segnale di ingresso e la risposta impulsiva.

La convoluzione & formalmente espressa come y(t) = x(t) * h(t).

Dungue un sistema lineare e permanente & caratterizzato attraverso la risposta impul-
siva h(t).

L'uscita & calcolata come convoluzione tra l'ingresso e la risposta impulsiva.

La convoluzione vale per qualsiasi tipo di segnale.

Sulla convoluzione possiamo continuare con le seguenti caratteristiche.

Proprieta della convoluzione
Proprieta della convoluzione
tra due segnali x(t) e y(t)

% c(t) = x(t) . y(t)
c(t) = y(t) . x(t)

O c(t) = x(t) .« {y(t) + z(t)} =
= {x(t) = Y(O)} + {x(1) . 2(1)}

® oft) =x(t) . {y(t) »2z(t)} =
={x(t) - y(t))ez(t ) =
= {x(t) « z(t)}.v(t )

©  x(t) =x(t) . 5(t)



La prima proprieta € la proprieta commutativa, facilmente dimostrabile.

__Essa dimostra che traslando la x oppure traslando la y si ottiene lo stesso risultato,
some di seguito:

i
T .t A
| #9e-) Siheie

SR

S_x(%-ﬁ‘)‘.l\&)dg’_

—La seconda proprieta & la proprieta distributiva, facilmente dimostrabile per la pro-
prieta di linearita dell'operazione di integrazione, come segue:

J xementalon
.Q_ﬂ?v X¥2Z

La terza proprieta, associativa, & anch'essa facilmente dimostrabile.
La quarta proprieta afferma che l'ingresso & equivalente alla convoluzione tra I'in-
gresso e limpulso di Dirac, x(t) = x(t) * (1)
Questa quarta proprieta & gia stata ricavata nella dimostrazione dell'esistenza
_dellelemento neutro, ovvero che a-1 = a. Quindi I'impulso di Dirac & I'elemento
* unitario rispetto alla operazione di convoluzione.

Abbiamo detto che si caratterizza un sistema tramite |a risposta impulsiva, di cui
dobbiamo avere la capacita di calcolarla. Prima di questo introduciamo un nuovo
tipo di risposta, la risposta indiciale.

La risposta indiciale

La risposta indiciale y(f) & definita come la convoluzione tra la rispasta impulsiva

e il gradino unitario, formalmente scrivibile come un integrale; essa & molto impor-
" tante in quanto la sua derivata & la risposta impulsiva del sistema:



vi(t) = h(t) «u(t) =

o

/
i
i
|
E
l
|

e s T A

= Sh(‘r)u {t-1)dt

(0]

d o0
g Vi) = j'h(t) 3(t - )de = h(t)

La derivata della risposta indiciale
& la risposta impulsiva del sistema

Di seguito la derivata della risposta indiciale

e

Jﬁdg‘_;(*-ﬂ"t
-% . =

impulso di Dirac

Il fatto che la derivata della risposta indiciale sia la risposta impulsiva & un fattc
importante.

* Discutere il legame tra il segnale di uscita ed il segnale di ingresso in un sistema
LP nell’ipotesi in cui il segnale di ingresso sia di tipo sinusoidale.

L'uscita di un sistema lineare, caratterizzato da una risposta impulsiva h(t), quando ['in-
gresso & presente un segnale sinusoidale a frequenza f,, € ancora una sinusoide con
ampiezza e fase modificati, e con la stessa frequenza f.



x(t) [~ h(t) =+ y(t)

x(t) = A cos (2nf,t)

y(t) = AV{c2(fo)+5? (fo) }cos(2xfot - ®o)

@, = 197 {S(f,) / C(fo)}

con
C(fy) = Sh('c) cos(2nfyr) 92

S(f,) = mjh(»:) sin(2xfqyr) dr

e

Inoltre:

L’'ingresso come esponenziale complesso

. x(t) |=> h(t) =» y(t)

2nft
x(t)=ej i

2xf,
y(t) =e " Hs,)

-]

~i2nf e

H(f,) = Sh(t) e dr
v E’I‘O nwa -0 “a 3 L)

ul%/(ﬂvfe nw[ﬁmr ¢ La T"V&fﬂwm Ao Fouver o vl "

"”f’“ki tian i v
— L'uscita & l'ingresso modificato in ampiezza e fase attraverso la relazione H(f)).

Questo & un fatto importante perché gquelle funzioni c¢i dicono che attraversano un
sistema lineare e permanente caratterizzato da una risposta impulsiva h(t) rima-
nendo inalterati nel loro andamento nel tempo.



Lezione 4 - Il caleolo della Convoluzione

* Descrivere le fasi del calcolo della convoluzione tra due segnali x(t) e y(t) nel
dominio del tempo.

La convoluzione & il prodotto di una funzione con un'altra funzione trasiata. Ii calcolo
della convoluzione avviene in quattro fasi:

per definizione:
0

et) = [x(y(e-)ar
con x(t) e y(t) due segnali qualsiasi.
Per calcolare la convoluzione i 4 passi sono: h
1. l'inversione dell'asse di uno dei due segnali. Si passa cioé da y(1) a y(-T) oppure da
X(T) a x(-1).
2. Traslazione del segnale, il cui asse & stato invertito. La traslazione & negativa quando
avviene verso sinistra ed & positiva quando avviene verso destra. Si passa in pratica da
Tat-1. ‘
3. Si calcola il prodotto tra i due segnali,
4. Si calcola I'area del prodotto.

* Discutere cosa comporta operare la convoluzione tra un segnale generico x(t) e
* un impulso di Dirac; (& un segnale trasfato oppure if segnale stesso,
dipende dal punto di applicazione dellimpulso di Dirac)
* un gradino unitario; (é un integrale)
* un segnale sinusoidale. (¢ un segnale sinusoidale, con ampiezza
e fase modificati)
La convoluzione con gli impulsi di Dirac comporta una traslazione.

Convoluzione con gli impulsi
di Dirac

X(1) « &(t —tg) = x(t —t,) | > il segnale & traslato
nelia posizione t,
X(t) * 8(?) = x(t) _ |

Limpulso di Dirac & I’'elemento =y
unitario rispetto al prodotto di
convoluzione



La convoluzione & ricondotta ad una operazione di traslazione; la convoluzione di un
segnale con un impulso di Dirac ¢ il segnale stesso; nel secondo caso si assume 0 = 0.

Limpulso di Dirac rispetta tutte le proprieta della moltiplicazione: associativa, distributiva
e commutativa.

La convoluzione con un gradino comporta un integrale.

Convoluzione con un gradino

2]
c(t) = 5X(t)u(t - 7)dr
=00 A
;radino traslato

t
c(t) = s x(t) dr

Il gradino & una funzione che vale 1 quando Fargomento & positivo e vale 0 quando
I'argomento & negativo.

Come prima per il ritardo, si pud ricondurre anche I'operazione di integrazione ad una
operazione di convoluzione.

La convoluzione con un segnale sinusoidale porta ad un segnale sinusoidale con am-
piezza e fase modificati.

Convoluzione con i segnali
_sinusoidali

o(t) = x(t) » cos(2zfgt) [« formalismo dell'operazione |
Vrisultato dell'operazione

¢(t) = C(fp) cos2af ) +S(f ) sin2zf §)

c(t) = M (fy) cos(2 zfot - @(f4)) [« in coordinate polari |

Si noti che il coseno ha la stessa frequenza del coseno di ingresso, con 'ampiezza mo-
dificata, da essere unitaria ad essere una diversa ampiezza, M(f), e una fase non pidl
nulla.

Ampiezza e fase sono funzioni della frequenza f, considerata.

Un segnale sinusoidale di una certa frequenza rimane un segnale sinusoidale della
stessa frequenza attraverso I'operazione di convoluzione.



Lezione 5 - Lo sviluppo in serie di Fourier

* Riportare la formula dello sviluppo in serie di Fourier per un segnale x(t) e discu.
tere le proprieta che deve avere x(t) affinché lo sviluppo sia valido.

Lo sviluppo in serie di Fourier & uno strumento per descrivere i segnali.
La fermula dello sviluppo in serie di Fourier &:

i o)
x(t) = a, +Z a, cos (2zkt/T) + b,sin(2 zkt/T)
k=1
Lo sviluppo in serie di Fourier & valido per i segnali che soddisfano le condizioni di Diri- =

chlet, ovvero:

- che i segnali siano assolutamente integrabili nell'intervallo [-T/2, T/2], cioé che l'inte-
grale seguente esista e sia finito:

T/,
[x(t)] dt
-T1/2

- che il numero delle discontinuita di prima specie delle funzioni, nellintervallo [-Tf2, T/2],
sia finito
- che il numero dei minimi e dei massimi nell'intervallo sia finito.

Se sono soddisfatte le condizioni di Dirichlet nell'intervailo [-T/2, T/2] allora lo sviluppo

in serie di Fourier converge a X(t) nei punti di continuita; converge a ((x/t+) + (x(t-))/2 5
nei punti di discontinuita di prima specie, ovvero la convergenza & alla media tra il limite
destro e sinistro dei due punti; all'esterno dell'intervallo [-T72, T/2], lo sviluppo periodizza
X(t).

Per calcolare i coefficienti occorre I'ortogonalita dei segnali, e, per definire questa occor-

re definire il prodotto scalare.

* Discutere la proprieta di ortogonalita tra due segnali a partire dalla definizione di
prodotto scalare.

Il prodotto scalare & definito per tre casi di segnali:
a. Segnali di energia

b. Segnali di potenza

¢. Segnali periodici o limitati nel tempo



o0
%
X (Dy(t)dt
_ Prodotto scalare per segnali di energia: —o0

IAlz
lim = X0yt
Jim J‘x(t)y( )dt

Prodotto scalare per segnali di potenza: —A/2

Prodotto scalare per segnali periodici o limitati nel tempo, all'intervallo T:

T2

% X OyOde
-T2

Si noti che x*(t) & il coniugato di x(t).
Se x(t) e y(t) sono lo stesso segnale, allora il prodotto scalare coincide con I'energia del
segnale, se il segnale & un segnale di energia, e coincide con la potenza se il segnale
€ di potenza oppure un segnale periodico o limitato nel tempo. Infatti abbiamo quanto
segue:

o oo,

2
X(O)x(t)dt = ﬁx(t)l dt =Ex
per segnali di energia: —oo =0
| A2 A2
lim = E*(Ox(t)dt = lim = [x@)]dt = B
Ao A Ao A
per segnali di potenza: B i
T2 T2
E I X'Ox()dt = = J.Ix(t)lzdt =P
T : 2o =

per segnali periodici o limitati nel tempo: ~ —T/2 -T2

Dal prodotto scalare definiamo I'ortogonalita fra due segnali.

—. Due segnali sono ortogonali se il loro prodotto scalare & nuilo.

T2
f Oy®©dt =0
12

Nel caso specifico di segnali limitati in tempo abbiamo:



* Riportare la definizione di norma di un segnale generico x(t) e valutarla nel caso
di segnale x(t) cosinusoidale. i

/2
\"; k@)l dt =llxl
La norma di un segnale x(t), |||, & la quantita® -1/2
La norma dei segnali sinusoidali e cosinusoidali &:

(7 T2
J | cos@kamPat =J 51 J.{T}'z + cos(ak/T)idt = T/2

=T/2

(T2 T2
J lsin(2k;:t/1')l2 dt =J é _[{Tl - cos{4kxt/T))dt =Jﬁ
T2

» Discutere le fasi analitiche per il calcolo dei coefficienti delle sviluppo in serie di
Fourier del segnale x(t).

Dato lo sviluppo in serie di un segnale x(t), che & una somma di cosinusoidi e sinusoidi,
con frequenza pari a k/T, che ha per sua natura la caratteristica di passare in sistemi

lineari mantenendosi sinusoidale, ovvero
[+ 0]

x(t) = a, +Z 2, €os (2 z7kt/T) + b,sin(2 7kt/T)
=1

si tratta di calcolare i coefficienti a, a, e b,, per mezzo dell'ortogonalita dei segnali. Que-
sti segnali sono tra loro ortogonali nell'intervallo T,

I segnali che formano la base dello sviluppo in serie di Fourier sono la costante (1) e se-
gnali sinusoidali, coseno e seno, con argomento (2mt/T), (41t/T), ..., (2kwt/T ), quindi con
frequenze che sono multipli interi dell'inverso della durata dell'intervallo T. La frequenza
€ dunque 1/T, 2T, ..., k/T e questo significa rispettivamente che ci sona 1,2, ..., k periodi
della funzione nell'intervallo, ovvero della frequenza.

| segnali che formano Ia base dello sviluppo in serie di Fourier sono ra loro ortogonali
nellintervallo T. Tali segnali sono dunque:

R

SERSEEOEEAE svsNesEmmmEm

cos(2knt/T) sin{Zknt/T)



Il calcolo dei coefficienti dello sviluppo in serie di Fourier, ovvero a, a, e b in
0

x(t) = a, +Zak 0s (2 zkt/T) + b,sin(2 zkt/T)
k=1

consiste nel moltiplicare entrambi membri dello sviluppo per cos(21h/T) e poi integrare
sull'intervallo T, quindi con estremi di integrazione [-T/2, 1]2]. A questo punto si tiene con- >

to dell'ortogonalita dei segnali e si ottiene:
T2

1
ag = E’ T-F(t) dt
172

T
% =;21: Ix(t)cos(zM) at
-T2
T2
b, = —_i' J.x(t)sin(Zd(UT) dt
-T2
per k che va da 1 ad infinito
Nell'integrale di a,_e b, c’& un prodotto scalare; 2/T & Finverso della norma al guadrato.
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Lezione 6 - Serie di Fourier bilatera

" Definire la serie di Fourier bilatera per il segnale x(t) e i relativi coefficienti c,.

L'espressione dello sviluppo in serie di Fourier
a0

x(t) = 2, +Z a, €os (2zkt/T) + b,sin(2 7kt/T)
k=1

puo essere riscritta, grazie agli sviluppi di Eulero di senc e coseno, come

[+ +]
x(t) = Z X, Ci2RUT

k=-00
I cui coefficienti, ¢,, sono
a -jb, 1 2 ;
£ = Ll x(t)e “J2nktT g¢
2 T Zpp

perk =-0....2,-1,0,1,2,..00
Inoltre, lo spettro di ampiezza bilatero e lo spettro di fase bilatero sono, rispettivamente:

W V@)* +(b)? Spettro di ampiezza
fl= 2 bilatero

b
D, = -arg(c,) = atn [— —““'T:-] Spettro di fase



* Enunciare e dimostrare il Teorema di Parseval.
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* Derivare lo sviluppo in serie di Fourier per il segnale x{t) = Arect,, A=1,

f x(t)
A

T/2 -a72 1 az2 172

L'impulso ha una ampiezza A e una durata A: limpulso & inserito all'interno di un inter-
vallo di larghezza T come prescritto dalla teoria delio sviluppo in serie di Fourier.

| coefficienti sono espressi dalla seguente relazione:

T
1 ;
ey x(t)e J22KUT g4
-T72
Questa relazione si semplifica in quanto Fintegrale si dovra estendere solamente I'inter-

vallo [-A/2, A/2], dove il segnale ha una ampiezza costante pari ad A. Dunque il coeffi-
ciente dello sviluppo di Fourier diventa

A,
G = == e J2=kUT g

-AF2
in quanto x(t) = A nellintervallo [-A/2, A/2].

L'esponenziale, secondo le formule di Eulero, si pué sviluppare come un coseno - jseno,
con il coseno che & una funzione pari e lintervallo di integrazione & un intervallo pari
e simmetrico, quindi il coseno da un contributo. Il seno, che & una funzione dispari, in-
tegrata sull'intervallo pari, quindi uguale come estensione, per tempi positivi per tempi
negativi, dara un contributo nullo.

Dunque tale integrale & facilmente riconducibile al seguente, in cui, invece di considera-
re l'intervallo da -A/2 a A/2, si considera due volte lintegrale da 0 a A/2,

Dunque abbiamo:
A2

2A
G="r 'F:os(Z'nkt/T)dt

0 pari a:
in quanto, per definizione, sin(x)/x = sin¢ (x), seno cardinale.

A AA
¢ = ;‘t']'( sin(nkA /T) = ? sinc(nkA /T)



« Definire lo sviluppo in serie di Fourier approssimato per il segnale x(t) e il re-

lativo errore di approssimazione e(t), discutendone la dipendenza dall’ampiezza
— del segnale x(t).

Approssimare lo sviluppo significa troncare la serie a un numero finito (N) di armoniche

e questo ne semplifica la rappresentazione.

Nel fare questo si commette un errore che & rappresentato dalla somma dei coefficienti

scartati.

Dunque, dato il segnale

(=]
x(t) = Z X Q2T
k= -c0
__secondo lo sviluppo in serie bilatera di Fourier, in cui gli x, sono i coefficienti dello svi-
luppo, c,, pari a
- 12
a, - jb 1 2
.= e x(t)e 32T g

2 T Zmn
per k = -0...-2,-1,0,1,2,..00

Il segnale approssimato x_ &:

oo
il -j2rkt/T
x,(t)= E p E
k=1

L'errore e(t) &:

E(t) = X(t) - Xa(t) = & X, e j2nkt/'T
1K=

Si tratta a questo punto di avere uno strumento che dica quante sono ie armoniche da
considerare in modo da avere un errore tanto piccolo da poter accettare I'approssima-
zione.

Dunque si parla di concetto di completezza, in cui non si usa l'errore ma la potenza
dell’errore, definito come segue:

P /2 T/
1 1
7 lel?=5 jle(t)lzdt=¥ le(t)-xa<t)12dt= o
SI12 T2 lkI>N

che & una quantita positiva, decrescente al crescere di N, ma che dipende dall'ampiezza



del segnale, dalla quale dobbiamo svincolarci.

Per fare questo si introduce il cosiddetto errore percentuale, owvero si normalizza la
potenza dell'errore alla potenza del segnale e si dira che I'errore voluto & un tot % della
potenza del segnale. Y

Per definizione I'errore percentuale &, & la differenza tra la potenza del segnale, P, e
la potenza del segnale approssimato, P, normalizzata alla potenza del segnale, ovvero

1
=1-— 2
€, Px RZ N: Ix,

&€, & l'errore percentuale, per cui si pud fissare un errore % e, facendo i calcoli, si deter-
minano con quanti coefficienti di Fourier si ha quell’errore.

Il valore di P, la potenza del segnale, nell'espressione soprastante, & determinata dal—
concetto di completezza.

Dunque, P, potenza del segnale é&:

T;
lim -,},— x(x* (Hdt = P,
N—co A
O

, 4 y ; : :
Per la completezza un sistema ‘Uno sviluppo & completo rispetto ad una certa categoria
di segnali. Per definizione essa & un limite, come di seguito riportato.

12
im L lx@-x,0Pd=0 - compLETEZZA
gomad Lo

Dallo sviluppo del limite sopra riportato si determinano quattro espressioni, unaé P, g~

Az _ altrftre sono I'espressione dello sviluppo dei coefficienti di Fourier, ovvero

T2 N
lim L J. x,(Ox" (H)dt = lim Zh‘kll
4 k=-N

N—o T N—w

A . quindi abbiamo che

7 N -

lim 1 J‘!x(t)- x,(O2dt = P_- lim E :l;,;kl2 =P - Z % /2=0 (comprerezza = PARSEVAL )
Noal N—
-172 k=-N oo



Lezione 7 - Trasformata di Fourier

* Definire la trasformata e I'antitrasformata di Fourier del segnale x(t) a partire

dallo sviluppo in serie di Fourier di x(t). Riportare la condizione di esistenza
—di X(f).

La trasformata di Fourier, X(f), di un segnale x(t) & definita come:

(2]

XM= .[x(t)e J2nft g

-0
Si passa cioé dal dominio del tempo al dominio della frequenza.
Questo risultato si oftiene partendo dallo sviluppo in serie di Fourier.
L'antitrasformata di Fourier, x(t), da X(f), &:

T

[e4])
x(t) = JX(f)e i2nft g

X(f) & in genere complessa anche se x(f) & reale.
L'esistenza della trasformata di Fourier implica la sommabilita di x(t) sullintero asse dei
tempi, ovvero,

ad,

J]x(t)|dt <

quindi x(t) & un segnale di tipo impulsivo.
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Lezione 8/9/10 - Proprieta della Trasformata di Fourier

1) Riportare le caratteristiche della trasformata di Fourier di un segnale

Bk

a) reale e pari e b) reale e dispari.

2) Discutere il principio di dualita e applicarlo al calcolo della trasformata di
x(t) = ABsinc(nBt).

3) Discutere la proprieta di inversione dellasse e applicarla al calcolo della

trasformata di x(t) = et*u(-t).
4) Discutere Peffetto di un ritardo temporale ¢, sullo spettro di un segnale x(t).

5) Discutere la proprieta di modulazione/prodotto.

o~

6) Discutere analiticamente la trasformata del segnale y(t) ottenuto derivando
il segnale x(t).

7) Discutere analiticamente la trasformata del segnale y(t) ottenuto integrando
il segnale x(t) da-= at.

8) Calcolare la trasformata di Fourier del segnale x(t) = tri, (t)
(triangolo di semibase A, centrato in =0, x(0) = 1).

1)

La trasformata di Fourier di un segnale reale e pari & reale e pari; di un segnale reale e
dispari € immaginaria e dispari.

Se un segnale non & né pari né dispari avra una trasformata con parte sia reale sia im-
maginaria che si sommano.

Il segnale, infatti, in questo caso sara scomponibile in somma di una parte pari con una
parte dispari, a cui, rispettivamente, corrisponderanno una trasformata reale e una tra-
sformata immaginaria.

Questo deriva dal fatto che I'espressione generale della trasformata di Fourier pud es-
sere riscritta in forma trigonometrica, applicando le formule di Eulero.
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Lezioni 25 - 30: Esercizi e Questionari

* Definisci la relazione tra numero di bit necessario per codificare un generico

~ “simbolo di un codice e il numero di elementi che costituisce il codice stesso. Cal-

cola il numero di bit necessario per codificare un simbolo del codice ASCIL.

Il numero di bit n necessario per codificare un generico simbolo di un codice di N ele-
menti & n = log, N

Essendo N = 256 nel caso del codice ASCIl, n =8

* Indicata con p, la probabilita di emissione del simbolo i-esimo da parte di una
sorgente di dati, definisci la quantita di informazione associata al medesimo sim-
bolo i-esimo, quando I'unita di misura dell’informazione & il bit.

__La misura della quantita di informazione & una funzione decrescente della probabilita.
Minore & la probabilita del messaggio, maggiore & l'incertezza, e viceversa.

Detta q, la quantita di informazione associata al simbolo i-esimo, abbiamo, nel caso del
bit e quindi base 2 del logaritmo che g, vale

1
= log, — = -log, p,
* Definisci analiticamente e concettualmente Pentropia H di una sorgente di dati.
Calcola H per una sorgente di dati equiprobabili.

L'entropia H & una quantita globale che definisce la quantita media dell'informazione,
definita come

N N
H=E(q) 23; pg, = —i; p,log, q
H misura l'informazione media della sorgente, espressa in bit/simbolo.

Se i simboli sono equiprobabili allora H ha valore massimo pari a n,

1
=-‘E1§ log,N=log,N=n

H = n, con n numero di bit necessari alla rappresentazione di un simbolo.
Dunque I'entropia & massima, e vale n, se i simboli sono equiprobabili.



* Definisci numericamente la codifica PCM (Pulse Code Modulation) per un segna-
le audio canonico e deriva il valore della velocita di emissione di bit R..

La codifica PCM & la rappresentazione digitale di un segnale analogico, usata inizial-
mente per il segnale telefonico.

La conversione analogico/numerica di segnali audio (ma anche video) avviene in tre
passi logici successivi; il campionamento, la quantizzazione (uniforme o non uniforme)
e la codifica in forma binaria.

Nella codifica PCM per il segnale telefonico viene usata una banda B, pari a 3,4 KHz,
con una frequenza di campionamento f_pari a 8 KHz.

B, =34KHz

f =8KHz

Se la condizione f_> 2B _non fosse rispettata si avrebbe un disturbo detto di aliasing che
accompagna il segnale campionato. A tale scopo si fa precedre il campionatore da un
filtro passa-basso che elimina le componenti per f > f /2, eliminando, di fatto, le compo-"
nenti che danna luogo al disturbo.

Numericamente la codifica PCM ha i seguenti parametri:

B, =3,4KHz

f =8 KHz

M = 256 = n =8, M sono il numero di livelli di codifica, n il num. di bit.

R, =f_=n =64 Kbit/s

* Determina la velocita di emissione R, per un segnale televisivo determinato da
immagini aventi un numero di pixel pari a 414720, un nhumero medio di bit a pixel

di 16 e una frequenza di ripetizione dellimmagine di 25.

I dati forniti sono relativi alla televisione numerica, con il numero N di pixel legato allo
standard CCI R 601 Europa, in cui uno tra i vari formati indicati dallo standard &:
n, = numero pixel verticali = 576

n, = numero pixel orizzontali = 720

N = numero totale pixel = n, =n, =414720

n, =18

f=25

Il numero totale di bit per immagine & N,, con ‘
N o=n « n=n, in cui n, & il numero medio di bit/pixel che dipende dalla quantizzazione.
Dunque R, [bit/s] = N,=f=N-= n,» f, in cui f & il numero di immagini per secondo, Ia _
frequenza di ripetizione di immagini per secondo, per cui, nel caso preso in esame ab-
biamo che R, vale 1
R, [bit/s] = 25 = 414720 = 16 = 165888000 bit/s = 166 Mbit/s



* Definisci la codifica di sorgente: di cosa si tratta, a cosa serve, e quali sono gli
eventuali vantaggi/svantaggi che essa comporta.
~La codifica di sorgente € una operazione attraverso la quale si intende generare la stes-
sa informazione con un numero inferiore di caratteri in modo da incrementare I'entropia
con I'obiettivo ideale di raggiungere I'entropia massima, per la quale tutti i simboli sono
equiprobabili ed indipendenti.
La codifica di sorgente produce messaggi con un numero minore di caratteri e con la
stessa informazione = incremento di entropia H (rif. L. 30 pag. 8 appunti).
I flussi numerici risultanti tendono ad essere composti da simboli equiprobabili ed indi-
pendenti.
Per garantire che la sequenza trasmessa sia in ogni caso costiuita da simboli equipro-
babili ed indipendenti, essa viene sottoposta ad una operazione di “scrambling”, rime-
~——scolamento.
Nello scrambler i simboli da trasmettere vengono sommati in un sommatore modulo 2
(X-OR) con una sequenza composta da simboli equiprobabili ed indipendenti.
Dunque i simboli ai sono sommati modulo 2 o, simboli casuali y, per oftenere una se-
quenza risultato B, = o, Py,

SCRAMBLER
Sammatore
mod. 2 {(ex-or)

Simboli da
trasmetiere v

e akt1! q‘k! ak-i-l' g o ﬂk-‘( ’ ﬁk! ﬁk+1 : e
-9
Sequenza
= Pt E';Y'“ Jas risultato
B = @,

Sequenza composta da
simboli equiprobabili
ed indipendentl

E possibile ricostruire la sequenza a a partire dalla sequenza B sommando modulo 2 la
sequenza y a . questa é I'operazione di “descrambling”.

Inpratica B Py =0 Py Py =0P"0"=a.

DESCRAMBLER
Sequenza mod. 2 {ex-or)
ricevuta

it B Pl e Ry Mgy =
-
- Sequenza
i ?"‘"2‘;““" ricostruita
o = Bletn

iy Sequenza identica
a quella usata
dallo “scrambler”

La sequenza B & costituita da simboli equiprobabili e indipendenti a prescindere dalia
statistica di a.



L'impiego dello scrambling porta al modello generale di sorgente numerica, che ha vali-
dita generale, quindi sia per sorgenti intrinsecamente numeriche, sia per sorgenti nume-
riche derivanti dalla conversione A/D di informazioni analogiche. o

s0rg
R,

‘general

€ numeric

sorgen

La sequenza di scrambling, y, deve essere conosciuta da entrambe le parti, si usano
sequenze pseudocasuali di massima lunghezza.

Per assicurare una certa segretezza, se la sequenza y non & conosciuta, non si & in-
grado di ricostruire il messaggio e di conseguenza si perde informazione.

'

Si noti che, a differenza del codificatore di sorgente, lo scrambler mantiene inalterata la
velocita.

Di seguito gli elementi che definiscono il modello di sorgente numerica:
* Numero n di bit/simbolo

* Velocita R, di emissione (bit/s)

» Simboli equiprobabili e statisticamente indipendenti
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FORMULARIO di TRIGONOMETRIA

sin®z 4 cos?x = 1

—1<sing <1
sin0=0 sinf=1 sinT =10
cos =1 cos § =10 cos = ~1

seno & funzione dispari:

coseno ¢ funzione pari:

sin(§ — ) = cosx sin(f + ) = cosx

cos(% — ) =sinz cos(f + 1) = —sinz

Formule di addizione e sottrazione
sin(o = 4) =sina cos § + cosa sin 3
cos{a + f3) = cosa cos § F sina sin 3
tan oo 4 tan g

o i 2 1+ tang tan 3

Formule di prostaferesi
sinatsing =2 sin (12:?—3) cos (5?2)
cosa+ cos § = 2 cos (‘31*2'-5) cos (-’"—_ﬁ
. g\ . s
eosa —cos 3 = —2 sin (%) sin (__6)

Formule parametriche

Posto & = tan ¥ si ha:

g 2t
SIHI‘ZI—_HSE
R S
1+¢2
tans = g
1—¢2

sen{—z) = —senz YzeR;

cos(—z)=cosz YzeR.

—1ZLcosz<1 VzeR,;

fr=—1 sing =3 sinZ = 42 sin =43

3o T V3 x_ 2 kR §
cos §T=0 cos § =¥ cos T =2 cost =1

sin{m — z) = sinx sin(r +z) = ~sinz

cos(r —x) = —cosx cos{T+x) = —cosx

Formule di duplicazione

sin{2x) =2 sinx cos

cos(2z) = cos’z —sinx =1 — 2 sin?z = 2 cos’x — 1

dalla precedente si ottiene:
1—cos(2x
sin? = —Jy
:08(2

O LZS( )

Formule di Werner
sina sinf =} [cos(a — B) — cos(a+ 8)]
cosccos 3= 1 [cos(+ F) + cos(a — 5) |

sina cos G = § [sin{o -+ ) + sin{a - 21

Formule di bisezione

Sin§ = /1=toss | re{0,2m)

cosg=,/1 B ze (—m,m)
o l-cosx _. l-cesx sinz
ta‘n'f TV THcosz T TEing T Tremz LT E {0' ﬂ-)
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Formule di Teoria dei Segnali

L.Verdoliva
Formule di trigonometria
cos(e+3) = cosacosf—sinasing
sin(c+06) = sinacos+ sinfcosa
2 1+ cos2¢
cos“e =
2
i G 1 —cos2a
v 3
sin2e = 2sinacosa
cosa = cofa—sinfa=2cos’a—1=1-2sinle
1
cosacos = §[cos{oa — B) + cos(a + B)]
. 1
sinasind = Efcos(a — B) — cos(a + 3]
sinacosf = %[sin(a: + ) + sin(c — 3)]

Formule di Eulero

el 4 gmie

jor e—j&

por"“ vlino. !’dl’f‘rf;/ﬁ

cosa = 5 siuoa=T ¢ = cosa + jsina
Proprieta i(t) e §(n)
e Sasd= | “© 0€ (t1,12) 5@):{ 1 A=0
0 bt (1] altrimenti

Jrrewar=1 T dn=-E) =1

J23 2 (2)8(t — to) dt = (to) Eo2 o 2(n)8(n — ng) = z{ng)

x(t) 8t — to) = x(to) 6(t — o) z(n) 8{n — ng) = z(ng) 6{n — ng)

o(t) = 8(—t) d(n) = d(—n)

T2 2(a)d(t — @) da = 2(t) + () = (t) 2 o Tk)E(n — k) = 2(r) = 6(n) = z(n)
= Lood(n)dr=u(t) = &) =20 o 8(k) = u(n) — 8(n) =u(n) —uln — 1)



Formule di utilita —~

+oo N M N41

1 aM_ali+l a1
E o = = lal < 1 E o™ = 1=a #
n=0 5 neM W= M T

Media temporale per segnali aperiodici (1) e per segnali periodici (2)

L1 TP ; 1 N
M <at)> = Jim L [ R <a()> = lim mﬂ;j\rx(n)
1 (T2 o No—1 ¢
(2) “as = ?O[TG/Q z(t) dt <z(n) > = A TE) z(n) -
1) Invarianza temporale y(t) = 2(t — tg) =  <y(t) >=<z(t) >
y(n) = z(n — no) =  <yln) >=<z(n) >
b) Linearitd ) =az(-) +by() = <z{)>=a<z()>+b<y()>

Potenza per segnali aperiodici (1) e per segnali periodici (2) ed Energia (3)

1 P T s 24 Fai Ii 4 3 %
W P = Tﬂofiz,/zix(t)| ; B Ni“ngHn:Z_le(n)’
1 [Iof2 ) Mol
2 B oE |z(8)|? dt P o= =(n)|?
(2) 0 _Tofzi @) A ng}ﬁ (m)]
+oo e ;
@ B = f le(t) dt By = Y ) =
P n=-o00
Potenza ed Energia mutua
1 [T/ i N
o = By [, T OVOE By o= moas 3 sy
n=—N
+oo Hoo
By = [ swv@a By = Y atn)y(n)
— B n=—00



a) Invarianza temporale y(t) = z{t — to) =% F=F e BE=F

yn)=z(n-ny) = P,=PB e E,=E,

b) Non Linearit 2)=z()+yl) = P.=P + Py +2Re[Pyy]
= B, =E,+ Ey +2Re[ly)

Funzione di autocorrelazione per segnali di potenza aperiodici (1) e periodici (2) e per
segnali di energia (3)

L . Lt 5
(1) Ry r) = Tlﬂ:;o T 18 z(t)a*(t — 1) dt R.(m) = b}]_].ﬂm N1 n:Z“:Na:(n) z*(n — m)
1 rTe/2 N 3 2oL -
@ R = o Lw Ty Relm) = 3 ?;:o e T
+oo i
(8) Rir) = f z(t) " (t — 1) dt R.(m) = Z z2(n}z*(n —m)

Funzione di mutua correlazione per segnali di potenza (1) e per segnali di energia (2)

T2 N
M) Raf) = gim 2 [ pTOVE T Rom) = A;;L?:w-éfl"_—ln;-;v:c(n)y*(nfm}
+00 +oo
@) Rylt) = f_ 2(0) gt — ) dt Ruy(m) = Y a(n)y*(n—m)
a) Valore nell’origine R, (0) = { B Ryy(0) = { Fay
P ny
b) Simmetria coniugata By(:) = RM{—(-) Byl = B0
¢) Limitatezza |Rz(-)] < R.(0) [Ray()] < Tl
BB,
Sistemi LTI nel dominio del tempo
+00 deo
0 = [ ele)ht-o)da ym)= Y a(k)hin~ k)
= k=—00
= z(t) = A(t) = x(n) * h(n)



a) Proprietd commautativa

b) Proprieta distributive

¢) Proprietd associativa

d) Proprietd associativa mista

e} Invarianza temporale

Sistema non dispersivo
Sisterna causale
Sisterna stabile

Serie di Fourier

+oo
Sintesi  z(t) = Z
k=—c0
- 1
Analisi X = f

To

z{)reale — X =X {

1) Linearits

2) Traslazione temporale

3) Riflessione

4) Derivazione

5) Differenza prima

6) Relazione di Parseval

7 Jo, [5@) P dt =

00
k=—oc

| X2

z(-) « h(-) = h(-) * ()

2() # [h1() + ha()] = 2() = ha () +2(-) * ha()
o() # (A1) * ha()] = [2(0) % ha ()] % ha(:)
alz(:) = h()] = [a2()] * A(:) = z(:) * [ah(-)]
z(t—t1) * bt — t2) = y(t — (t1 + ta2))

z(n —m)*hin —n2) = y(n — (N1 +n2))

— h(-) = k8(-) =
— h(t)=0pert <0 h(n)=0pern<0
= [T h@ld<c 2 Jhin)| < oo
No—1 :
X ejZJrkfot x(n) s Z e) e]h'kvun
k=0
To /2 ) 1 Mozl e
o(t) e~ d2kI0t gy Xeo= w0 > aln)e 2o
~Tn/2 No nzzﬂ
X ] = | X
EX p=—2LX;
) =az()+by() +—  Zp=aXp+bYs

yB) =a(t—t)) +— Yi=X,e Ik
yln)=x(n~ng) > ¥ = Xe i2rkwno
y()=z(—) — V=X
y(t) = d_i'(tﬁ == Vi = j2nkfo Xy
yn)=z(n)—2z(n—-1) > Yp=(1—ed2w)x,

NLD Z<ND> ‘:r,{n)|2 b= Zk=<N0> IXk|2

S



—

Trasformata di Fourier

Sintesi  x(t)

Analisi  X(f)

z(-) reale —5

1) Linearita

Il

+00 ,
[ xtyemergs

i

+co "
[ Taweira

DO

X =X() {

arz1(-) + anaa(’)

2) Riflessione z(~(-))
3) Cambiamento di scela z{at)
4) Espansione z[&]
5) Decimazione z(Mn)
6) Convoluzione z() % y(-)
T) Prodotte z(t)y(t)

z(n)y(n)
8) Derivazione d.d.t dkag—)
9) Differenza prima z(n}—z(n —1)
10) Derivazione d.d.f thx(t)
11) Integrazione fjm (o) da
12} Semma corrente ¥ oo xlk)
13) Traslazione d.d.t z(t — #g)

&(n — ng)

14) Traslazione d.df

2(t) ef2rfor

x(n) ej2ﬁvgﬂ

1/2

z(n) =
—1/2
+o0
X)) =
X (=D = 1X0)]

£X(=() = —£X()

a1.X3(0) + a2 Xa(-)
X(~()

mx (£)

X (Mv)

wZE X (45
X()¥()

X(=Y(f)

X() + Y () = f_i XY (o —u)du

(G2 )X (£)
(1 —e ™)X ()

&
i \* ax
(ﬁ df(f)

28+ 1x@s(r)
=2+ 1X(0)8()
X(Fyers2usio

X() g=32mmo
X(f—fo)

X(U F UO)

X(v) B dy

E x(n) e i%mun



P

FX(f — fo)e?® + 3X(f + fo)e ot

X (v — ) +

15) Modulazione z(t) cos(2r fot + 6) —

z(£) cos(2mgn + 6) st $X(v+up)e0

16) Campionamento d.d.f 100 SBE—HT) = kX (B)o(F ﬁ"&)
T ezn—kn) e o ¥ X (#)3(f -
17) Campionamento d.d.t o nTY(t~nT) s RN %)
12 o B(EN)S(n — kN) ey Ek_() EX(f~ £)
18) Valore nell’origine X(0) = [T o(s) dt 2(0) = [T X(f)df .
X(0) = Ei2 oy 2(n) =R X @)
19) Relazione di Parseval
I3 @R dt = [*2 1 X()2 df A o I = R ) R
Trasformate notevoli (segnali tempo continuo)
1) Impulso rettangolare Arect (£)  «—  ATsinc(fT)
2) Impulso triangolare AAN(E) e  ATsind®(f7)

3) Esponenziale monolatero

AeTu@) — gt

n—1_ _ . 1
wpe Y = ke
4) Esponenziale bilatero Ae Ty 14—(—2273}?'55

5) Punzione sinc Asinc(2Bt) o rect ( 2—%)

6) Impulso ideale a(t) 1

7} Segnale costante A Ad(f)

8) Gradino unitario u(t) ey +36(F)

9) Punzione signum sign(t) ,Ta:lj"

10) Fasore Aot AS(f - fo) i



F8(f = fo) + &8(f + fo)
56(f—fo) — £8(7 + fo)
]Zkgﬂ)o ( 77})

11) Segnale coseno Acos(2rfot) s

12) Segnale seno Asin(2mfgt)

13) Treno di impulsi §t—-nT) +—

ﬁ_— oo

Trasformate notevoli (segnali tempo discreto)

1) Impulso rettangolare ARp(n) s %{iil ~F(N-1)mv

2) Impulso triangolare Bon(n) s %’;{%e*ﬂ“”"

3) Esponenziale monolatero a"u(n} 1——ael:W

4) Esponenziale bilatero al®t s mﬁjm

5) Funzione sine 2wesine(2vn)  «—  rep, [rect ( 2%(—)]

6) Punzione sinc? 2usinc?(2vn) e repy {A (ﬁ)}

7) Impulso ideale 6n) — 1

8) Segnale costante 4 e A

8) Gradino unitario un)  — L 115w

9) Funzione signum sign(n) +— ‘1—::12—,m

10) Fasore AP Ay~ 1)

11) Segnale coseno Acos(@muon) 43— vo) + £ 3(v + 1)
12) Segnale seno AsinZrvn) = 26— ) — £ 5 + )
13) Treno di impudsi X bn—kN) N b (v —£)

Densith spettrale per segnali di potenza aperiodici (1) e periodici (2) e segnali di
energia (3)

W) Self) =limrco HXT (NP () ) =TiZ ol (£~ £) () Su) = X1
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Appendice A

Segnali determinati

A.1 Segno

. -1 t<0
5() = sign(t) {+1 >0

Il segnale sign(t) & un segnale di potenza.
P-: = U

La trasformata di Fourier del segnale &

sign(t) +— 1
i i

A.2 Gradino unitario

P B ESO L 1
u(t)—{ 1 S B Wﬁ—i—Emgn(t}




Lap. A—Segnall determinat: ag. (3

==y Il gradino unitario & un segnale di potenza.
1
P w — "2—

La trasformata di Fourier ¢:
1 1
—5(F) - —
u(t) ¢ 50(1) + 75—

A.3 Rettangolo

3
—~ rect(s)

s(t) = rect(t) = { é ilz{ :‘f g | : 1

| i |
| i
e R | | i

1l segnale rettangolare & un segnale di energia e risulta:

=1

La trasformata di Fourier é:

7 [ 5 gl d,
A "e[‘ﬁ} (F) Ad ()

rect(t) «— sine(f)

A.4 Esponenziale decrescente

. S =0
s(t):eﬂfu(t):{g ol

=

S
£t L

£

I segnale esponenziale ¢ un segnale di energia:
.
" 2a

e &

E;




vap. A—>begnall determinati rag. (4

La sua area &;

Ao
a
La sua trasformata di Fourier &
1
L e
a(t) a+j2nf
Viene spesso utilizzato anche il segnale pari s(t) = e~ anch’esso un se-
! 1 ; 2
gnale di energia (E, = 1) con trasformata di Fourier paria S(f) = W;;TF.
A.5 Seno cardinale
i’;\:
3 sin(rt) I
t) =sine(t) = ——— |
s(t) = sinc(f) . | I
L O O N, RO
CRYERY.

11 segnale sinc() é un segnale di energia e risulta:
B ],
La trasformata di Fourier del seno cardinale é:

sine(f) «— rect(f)

A.6 Impulso

L'impulso 8(¢) non &, in effetti, una funzione vera e propria ma & definita,
formalmente, come una distribuzione, perd esso pud essere trattato alla stessa
stregua di un qualsiasi altro segnale, ricordando le seguenti proprieta:

e &(t) ¢ una funzione pari

o0 +&
. f st)ydt= [ S(t)dt=1

o0 g

L ] S(t) . &(fi = fg) = S(t(]) " l‘S(t = to)




vap. A—segnall determunat: rag. (o
o o s(t) % d(t - to) = s(t - ty)
La trasformata di Fourier dell'impulso unitario é:
oty +— 1
-..semplicemente una costante.
A.7 Seno
J A sinfaset) i
,‘ bk
i l [ ‘
s(t) = A sin(2r fof) } \
Lt i g |

g

Il seno & un segnale periodico, quindi & un segnale di potenza e risulta:

A2

B, 5

La trasformata di Fourier é quindi formata da impulsi, in particolare da

due impulsi centrati nelle frequenze #f; e fo:

SU) = ST - fo) - 5(F + ol

Quindi i coefficienti della serie di Fourier esponenziale sono tutti nulli

tlaﬂne (..he.
5'_ = =
f= 2

1
S+1: —2




Lap. A-—Segnall determimnast rag. (o
A.8 Coseno
AcwsiZfizh
s(t) = A cos(27 fyt) ; %
& it f/l \\
=k £ %

Il coseno ¢ un segnale periodico, quindi ¢ un segnale di poitenza e risulta:

A?
2

=

La trasformata di Fourier é quindi formata da impulsi, in particolare da
due impulsi centrati nelle frequenze - fy e fy:

SU) = 50 - fo) + (7 + 1)

Quindi i coefficienti della serie di Fourier esponenziale sono tutti nulli
tranne che:
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Appendice B

Convoluzioni importanti

B.1 Rettangolo-rettangolo

-

|
R | |
| i
| 7’ f/; ]
| |
- o
> ri‘-”}%:“ﬁ I -G EtLT -
et ()

; 20 T -L<t<h -7
| | S - BT+
!
| L 0 altrove



Lap. b—uonvoluzionl unportantl

rag. (s

B.1.1 Due rettangoli uguali

s (o)
l:—
o o

wlh)

|
|
=l

4T

2 (1+44) -2I<t<0

2T (1 - %) 0<t<2T

B.2 Rettangolo-esponenziale

!

st )
- £y
.
“t +r

I\

1™

<
.

0 altrove
0 t<~T
1 fa{tJrT)
ea T<t<T
get T - geg
a
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